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Resumen
En el presente trabajo desarrollamos un ana´lisis, tanto cla´sico como cua´ntico, de las
estructuras presentes en las secciones eficaces de ionizacio´n por positrones de a´tomos y
mole´culas, modelando el blanco como un a´tomo hidrogenoide. Se trato´ la cinema´tica del
problema de tres cuerpos que constituye este sistema de manera adecuada. Esto permite
contrastar los resultados teo´ricos con las te´cnicas experimentales ma´s avanzadas en la
f´ısica de positrones.
Como primer acercamiento a este problema desarrollamos un ana´lisis nume´rico
basado en la meca´nica cla´sica. Describimos las principales estructuras presentes en la
seccio´n eficaz de ionizacio´n, entre ellas algunas conocidas, como el pico de electrones
lentos y el de captura al continuo, y otras novedosas como el umbral de orientacio´n.
Adema´s, para el caso en que el positro´n y el electro´n proveniente del blanco escapan en
la misma direccio´n (geometr´ıa colineal), se pudo observar la presencia de un ma´ximo
en la seccio´n eficaz el cual puede ser atribuido a un proceso de doble colisio´n binaria
denominado mecanismo de Thomas.
Luego realizamos un ca´lculo cua´ntico de la seccio´n eficaz para el mismo proceso, a
la misma energ´ıa de impacto, en la condicio´n de colinealidad. Pudimos identificar las
principales estructuras ya mencionadas para el caso cla´sico, excepto por el mecanismo
de Thomas. No obstante, descubrimos que otras estructuras, previamente descritas
como mı´nimos, constituyen en realidad ceros en la seccio´n eficaz. Utilizando la meca´nica
de Bohm pudimos demostrar que estos ceros representan vo´rtices cua´nticos.
Posteriormente hicimos un ana´lisis exhaustivo de estos vo´rtices cua´nticos para
energ´ıas de colisio´n desde decenas hasta miles de electronvoltios. A partir de este pro-
cedimiento se pudo determinar la energ´ıa a la cual emerge un par de vo´rtices en la
condicio´n de colinealidad, uno de los cuales coincide con el mecanismo de Thomas solo
a altas energ´ıas. Finalmente, relajamos la condicio´n de colinealidad, pudiendo observar
que los vo´rtices puntuales calculados en la condicio´n de colinealidad, formaban parte
de una u´nica estructura de mayor dimensionalidad denominada anillo de vorticidad.
Palabras clave: VO´RTICES, POSITRO´N, COLISIO´N, IONIZACIO´N
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Abstract
In this thesis we developed both a classical and a quantum mechanical analysis of
the main structures on the ionization cross section of atoms and molecules by positron
impact, with the target modeled as a Hydrogen-like atom. We performed a full kine-
matical description of this three-body problem, which enables a future testing of our
theoretical results with cutting-edge experimental techniques.
As a first approach to this problem, we developed a numerical analysis based on
classical mechanics. We described the main structures on the ionization cross section,
among them, some very well known ones such as the slow electrons and the capture to
the continuum cusps, but also a novel structure known as the orientation treshold. Fur-
thermore, for a final state with both the electron and the positron moving in the same
direction (collinear geometry), we uncovered a maximum at an electron momentum in
agreement with a Thomas mechanism.
The next step of our research involved the quantum mechanical calculation of cross
sections for the same process, at the same impact energy, in a collinear geometry. We
identified the main structures already present in our classical mechanical calculations,
except for the Thomas mechanism. Nevertheless we noted that other structures pre-
viously described just as minima, were in fact zeroes on the cross section. By means
of the quantum mechanical theory known as Bohmian Mechanics we proved that these
zeroes are in fact quantum vortices.
Next we performed a systematic study of the position of these vortices on the mo-
mentum space of the electron as a function of impact energies ranging from tenths to
thousands of electronvolts. From this analysis we could determine the energy of emer-
gence of paired vortices in a collinear geometry, one of which approaches a position
in momenta space in agreement with a Thomas mechanism, but only for high ener-
gies. Finally, we relaxed the collinear condition, which allowed us to discover that the
point vortices found for a collinear geometry were part of a single structure of higher
dimensionality, called vortex ring.
Keywords: VORTICES,POSITRON,COLLISION,IONIZATION
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Introduccio´n
“Hay tanta gente que escribe para lucirse... Yo empece´ as´ı y
fracase´ hasta el d´ıa en que olvide´ esas pretensiones. ”
— Adolfo Bioy Casares
Estado del arte
En an˜os recientes, el estudio y comprensio´n de reacciones inducidas en a´tomos y
mole´culas por impacto de positrones1 se ha nutrido de una nueva gama de experimentos
[1]. La disponibilidad de haces positro´nicos monoenerge´ticos y el incremento de la
precisio´n que se ha logrado en los u´ltimos an˜os en las te´cnicas de medicio´n esta´n
proveyendo de manera cada vez ma´s frecuente nueva evidencia en to´picos tales como
la formacio´n de positronio, la aniquilacio´n de pares y la dispersio´n de positrones.
Adema´s de las mediciones de las secciones eficaces totales y diferenciales [1–3], la
implementacio´n futura de microscopios de reaccio´n positro´nica podr´ıa hacer accesible
la obtencio´n de una imagen cinema´ticamente completa de las part´ıculas involucradas
en la colisio´n [4, 5]. Por lo tanto, predicciones teo´ricas acerca de estructuras presentes
en las secciones eficaces completamente diferenciales (FDCS, por su sigla en ingle´s2)
comienzan a ser accesibles experimentalmente. Incluso, antes de que el primer microsco-
pio de reaccio´n estuviera operativo, estudios teo´ricos y experimentales de los espectros
de los sistemas de uno y dos cuerpos, ha llevado a esclarecer el entendimiento acerca de
algunas de las principales caracter´ısticas de la FDCS en las colisiones de ionizacio´n por
impacto de positrones. E´ste es el caso, por ejemplo, del efecto de captura electro´nica
al continuo (ECC por su sigla en ingle´s3) [6], cuyas caracter´ısticas en el espectro de
momentos tanto del electro´n [7] y del ion en retroceso [8] son ahora comprendidos.
Objeto de estudio y me´todos de ca´lculo
En esta tesis estudiamos las estructuras presentes en procesos ato´micos de colisio´n
de positrones con a´tomos y mole´culas. El problema se puede plantear esencialmente
1El positro´n es una part´ıcula de igual masa que el electro´n y de carga opuesta.
2Fully Differential Cross Section.
3Electron Capture to the Continuum.
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2como un problema de tres cuerpos, el cual ha sido abordado cla´sicamente4 de manera
extensa en la literatura, y se sabe que no tiene solucio´n exacta. A lo largo de esta tesis
se da cuenta de muchas consideraciones acerca del problema cla´sico de tres cuerpos.
No obstante, el ana´lisis de la cinema´tica del problema sigue siendo va´lido y u´til en el
caso cua´ntico, del cual el caso cla´sico es un l´ımite.
Se obtuvieron resultados nume´ricos mediante un me´todo cla´sico y uno cua´ntico.
Para el primero utilizamos el Me´todo de Trayectorias Cla´sicas de Monte-Carlo (CTMC,
por su sigla en ingle´s5)[9, 10], y para el u´ltimo una teor´ıa cua´ntica de onda distorsionada,
(CDW , por su sigla en ingle´s6)[11–13].
Para el caso cla´sico pudimos observar las estructuras conocidas para una energ´ıa
de impacto del positro´n de 100 eV , as´ı como una novedosa denominada umbral de
orientacio´n. Adema´s, encontramos un pico correspondiente al denominado Mecanismo
de Thomas.
Meca´nica de Bohm y vo´rtices cua´nticos
Para el ana´lisis de los resultados cua´nticos utilizamos la formulacio´n de la meca´nica
cua´ntica conocida como Meca´nica de Bohm[14]. Esta teor´ıa postula la existencia de un
campo de velocidades, lo cual permite a su vez plantear el problema en te´rminos de la
Teor´ıa de Sistemas Dina´micos. Esto hizo posible discernir, de manera novedosa, la pre-
sencia de estructuras conocidas como vo´rtices cua´nticos en colisiones positro´nicas[15–
18]. El campo de velocidades alrededor de los ellos es similar al correspondiente a un
vo´rtice irrotacional en la teor´ıa de sistemas dina´micos.
Realizamos una descripcio´n detallada de la localizacio´n de los vo´rtices cua´nticos
a distintas energ´ıas para una configuracio´n en el estado final en la cual electro´n y
positro´n se desplazan en la misma direccio´n (geometr´ıa colineal)[18]. Luego realiza-
mos un estudio de los vo´rtices cua´nticos fuera de la condicio´n de colinealidad, lo cual
nos permitio´ describir la morfolog´ıa de los vo´rtices cua´nticos[19]. Este ana´lisis permi-
tio´ comprender la interrelacio´n entre todos los vo´rtices calculados en un amplio rango
de energ´ıas, tanto en la condicio´n de colinealidad, como fuera de ella.
Breve descripcio´n de los cap´ıtulos
Cap´ıtulo 1: Ana´lisis de la cinema´tica del problema de tres cuerpos. Definicio´n de
a´tomo hidrogenoide. Descripcio´n del me´todo de trayectorias cla´sicas de Monte-Carlo.
Cap´ıtulo 2: Exposicio´n de los resultados nume´ricos obtenidos mediante el me´todo
CTMC para una colisio´n positro´n-H2 a una energ´ıa de impacto del positro´n de 100 eV .
4Es decir, mediante la Meca´nica Cla´sica, y como contraposicio´n a un estudio basado en la Meca´nica
Cua´ntica.
5Classical Trajectory Monte-Carlo
6Continuum Distorted Wave
3Ana´lisis de las estructuras presentes en la seccio´n eficaz tanto en un problema sin
restricciones geome´tricas, como en la geometr´ıa colineal. Descripcio´n del feno´meno de
orientacio´n, y del Mecanismo de Thomas.
Cap´ıtulo 3: Definicio´n de seccio´n eficaz en la teor´ıa de colisiones ato´micas. Des-
cripcio´n del me´todo CDW utilizado para obtener resultados cua´nticos. Exposicio´n de
los resultados nume´ricos obtenidos mediante el me´todo CDW para una colisio´n po-
sitro´n-H a una energ´ıa de impacto del positro´n de 100 eV . Ana´lisis de las estructuras
presentes en la seccio´n eficaz, descripcio´n de un mı´nimo muy pronunciado, y su posible
relacio´n con el mecanismo de Thomas y un mecanismo de electrones de ensilladura.
Cap´ıtulo 4: Desarrollo de la formulacio´n bohmiana de la meca´nica cua´ntica, y
descripcio´n de vo´rtices cua´nticos.
Cap´ıtulo 5: Ca´lculo sistema´tico del elemento de matriz de ionizacio´n mediante el
me´todo CDW para una colisio´n positro´n-H en un amplio rango de energ´ıas de impacto
del positro´n. Descripcio´n de la emergencia de pares de vo´rtices cua´nticos de circulacio´n
opuesta, y de las posiciones asinto´ticas de los vo´rtices cua´nticos al aumentar la energ´ıa.
Ana´lisis para una energ´ıa de impacto del positro´n de 275eV , fuera de la condicio´n de
colinealidad. Descripcio´n de la morfolog´ıa completa de los vo´rtices cua´nticos, los cuales
muestran formar un anillo de vorticidad.
Cap´ıtulo 1
Tratamiento cla´sico de colisiones
ato´micas
En este cap´ıtulo desarrollaremos el tratamiento cla´sico de la ionizacio´n de blancos
ato´micos y moleculares, su cinema´tica, y el concepto de seccio´n eficaz. Presentaremos
adema´s el me´todo de trayectorias cla´sicas de Monte Carlo (CTMC, por su sigla en
ingle´s1), el cual se utilizo´ para obtener los resultados nume´ricos que discutiremos en el
cap´ıtulo 2.
1.1. A´tomo hidrogenoide
Un concepto utilizado en toda esta tesis en la descripcio´n del proceso de colisio´n,
tanto en el tratamiento cla´sico como cua´ntico, es el de a´tomo hidrogenoide.
Trataremos al blanco como un a´tomo hidrogenoide, que es aque´l que posee una
estructura similar a la del hidro´geno ato´mico (H), que consta de un nu´cleo de carga
positiva constituido por un proto´n, y un electro´n de carga opuesta.
Tambie´n se pueden modelar como a´tomos hidrogenoides blancos con ma´s de un
electro´n (e inclusive con la carga del nu´cleo repartida en ma´s de un centro), si la energ´ıa
de colisio´n es suficientemente alta como para considerar que el proyectil interactu´a con
so´lo uno de los electrones del blanco. Estos electrones, cuya participacio´n en el proceso
de colisio´n es preponderante, son denominados electrones activos.
En la meca´nica cua´ntica, los niveles de energ´ıa negativa (conocidos como estados
ligados) se encuentran discretizados, y existe un estado de energ´ıa mı´nima que el sistema
puede alcanzar, denominado estado fundamental. Un concepto relacionado con este
u´ltimo es la energ´ıa de ionizacio´n i. La primera energ´ıa de ionizacio´n es la mı´nima
necesaria para extraer un electro´n del mismo.
En el caso del a´tomo de hidro´geno: i = (Z
2/2) au, donde Z es la carga del proto´n,
1 Classical Trajectory Monte Carlo.
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y au hace referencia al sistema de unidades ato´micas (ver ape´ndice A), en las cuales
la constante reducida de Planck h¯, la constante de Coulomb ke, la masa del electro´n y
la carga del electro´n, son consideradas unitarias. Este sistema de unidades es utilizado
comu´nmente en ca´lculos teo´ricos de la f´ısica de Colisiones Ato´micas y en la F´ısica
Ato´mica, Molecular y O´ptica, debido a que simplifica la notacio´n. Utilizaremos unida-
des ato´micas en el resto de la tesis, salvo en algunos casos en los cuales se lo indica
expl´ıcitamente.
La energ´ıa de ionizacio´n de blancos con ma´s protones que el H, no tiene una depen-
dencia sencilla con la carga como la de este u´ltimo. No obstante, se puede modelar el
blanco como una part´ıcula con un nu´cleo compuesto por una carga efectiva |Z∗| = √2i
(donde el valor de i puede incluso provenir de un dato experimental). De esta manera,
se puede considerar la colisio´n como un problema de tres cuerpos con un blanco con
energ´ıa interna −i, ya que esa es la energ´ıa que el proyectil debe vencer para extraer
al electro´n del blanco hidrogenoide. En este caso, la seccio´n eficaz, la cual definiremos
en la seccio´n 1.7, debe multiplicarse por el nu´mero de electrones activos, que pueden
participar del proceso.
1.2. Descripcio´n del proceso de colisio´n
Analizaremos la ionizacio´n simple2 de un blanco hidrogenoide, compuesto por un
nu´cleo (T ) de masa MT , y un electro´n (e) de masa m, por impacto de un proyectil
(P ) de masa MP , que se aproxima desde el infinito a velocidad uniforme v, con cierto
apartamiento ρ (denominado para´metro de impacto) respecto de la colisio´n frontal,
como se observa en la figura 1.1.
Las part´ıculas interactu´an entre s´ı mediante el potencial coulombiano. Dadas dos
part´ıculas a y b de cargas Za y Zb, cuyas posiciones en el espacio son ra y rb, el potencial
de interaccio´n coulombiana entre ambas Vab esta´ dado por:
Vab =
ZaZb
|ra − rb| ,
1.3. Me´todo de trayectorias cla´sicas de Monte Car-
lo
El me´todo de trayectorias cla´sicas de Monte Carlo, consiste en calcular las trayecto-
rias de las tres part´ıculas involucradas en la colisio´n para distintas condiciones iniciales,
2La ionizacio´n simple es aquella en la cual so´lo participa uno de los electrones del blanco.
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P
T
e
Ρ
v
Figura 1.1: Diagrama de la colisio´n. El proyectil P impacta con una velocidad v sobre un
blanco compuesto por un nu´cleo T y un electro´n e. Se representa el para´metro de impacto ρ, el
cual esta´ determinado por la mı´nima distancia entre la recta establecida por la direccio´n inicial
del proyectil y el centro de masas del blanco.
y computar y clasificar las distribuciones de momentos finales.
El procedimiento de ca´lculo que utilizamos es similar al que puede hallarse en el
trabajo pionero de Abrines y Percival [20], como tambie´n en otros trabajos en los que
se describe de manera clara y completa sus fundamentos e implementacio´n, como los
de Lewartowski y Courbin [21], Bandarage y Parson [22], y Fiol et al [23]. Adoptamos
el algoritmo de este u´ltimo para obtener los resultados nume´ricos que se describen ma´s
adelante.
El algoritmo de ca´lculo del me´todo CTMC consta de tres etapas:
Generacio´n de las condiciones iniciales
Se especifica el estado del blanco y de la part´ıcula incidente a tiempo t → −∞
(definiendo t = 0 como el momento de la colisio´n).
Integracio´n nume´rica de las ecuaciones de movimiento
Se hace evolucionar las part´ıculas a partir de las condiciones iniciales mediante
las interacciones coulombianas mutuas.
Clasificacio´n de los procesos resultantes al concluir la colisio´n
Una vez que los momentos de las part´ıculas o las magnitudes derivadas de ellos
convergen a valores estacionarios, se da por finalizado el ca´lculo y se identifican
los distintos tipos de resultados de la colisio´n, denominados canales de colisio´n.
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1.4. Condiciones iniciales
Para determinar las condiciones iniciales, se debe especificar el estado dina´mico del
blanco y el para´metro de impacto ρ del positro´n respecto del blanco a tiempo t→ −∞.
1.4.1. Preparacio´n del blanco
En la descripcio´n cla´sica del a´tomo hidrogenoide, el electro´n orbita en una trayecto-
ria el´ıptica. Debido a la conservacio´n del momento angular, esta elipse se halla siempre
sobre el mismo plano, denominado plano orbital. La forma de la elipse esta´ determi-
nada por la ecuacio´n de Kepler. Esta ecuacio´n proviene de la Meca´nica Celeste [24],
y fue utilizada primeramente para describir el movimiento planetario, como puede ser
el movimiento de la Tierra alrededor del Sol, o de la Luna alrededor de la Tierra. Su
expresio´n, cuyos para´metros se ven representados en la figura 1.2, es la siguiente:
α = β − χ sin β , (1.1)
donde β es la anomal´ıa exce´ntrica, χ es la excentricidad de la elipse que describe el
electro´n alrededor del nu´cleo3, las cuales se grafican en la figura 1.2, y α es la anomal´ıa
media, la cual representa la fraccio´n del per´ıodo orbital transcurrido, expresada como
a´ngulo. Geome´tricamente se puede interpretar a α como el a´ngulo que forma con el eje
de la elipse un cuerpo ficticio que se mueve uniformemente sobre una circunferencia
cuyo dia´metro coincide con el eje principal de la elipse, llamada circunferencia principal,
con el mismo per´ıodo que el electro´n. Los para´metros en la ecuacio´n 1.1 se eligen a
partir de un ensamble microcano´nico (es decir, de un conjunto de estados que conservan
la energ´ıa total), con energ´ıa −i, de manera aleatoria. Esto se logra seleccionando los
valores de χ y α (β queda determinado a partir de la ecuacio´n 1.1)de una distribucio´n
uniforme en el rango:
0 ≤ χ2 ≤ 1 0 ≤ α ≤ 1 .
La distribucio´n uniforme en χ2 asegura que el nu´cleo quede distribuido de igual manera
dentro de la circunferencia principal, de a´rea pia2. Al elegir una distribucio´n uniforme
en α, se asegura que el electro´n se encuentre con igual probabilidad a lo largo de un
per´ıodo de revolucio´n, ma´s alla´ de la excentricidad de la elipse.
A´ngulos de Euler
La ecuacio´n 1.1 no define una u´nica o´rbita, sino que, debido a la isotrop´ıa del
espacio, se pueden definir infinitas o´rbitas rotando el plano orbital. Una forma de
3La excentricidad de un c´ırculo es nula, por lo tanto se puede pensar como cua´nto se aproxima la
o´rbita a esta figura geome´trica.
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Figura 1.2: Plano de la o´rbita el´ıptica en que se mueve el electro´n (verde) alrededor del nu´cleo
(azul). La o´rbita e´liptica se grafica inscripta en una circunferencia de dia´metro igual al eje mayor
de la elipse, de longitud 2a denominada circunferencia principal. El nu´cleo se halla en uno de
los focos de la elipse, a una distancia aχ del centro de la elipse, donde χ la excentricidad. β es
la anomal´ıa exce´ntrica, la cual es el a´ngulo medido desde el centro de la elipse, que forma la
proyeccio´n del electro´n sobre la circunferencia principal, y el eje mayor de la elipse.
hacerlo es mediante tres a´ngulos sucesivos de rotacio´n (φ, ω, ν) en una secuencia que
detallaremos a continuacio´n, denominados a´ngulos de Euler.
Para comprender co´mo se rota el plano orbital por medio de esta transformacio´n,
veamos co´mo opera sobre un conjunto de ejes de coordenadas ortogonales entre s´ı. Sea
un conjunto de ejes cartesianos (x, y, z), como se observa en la figura 1.3. Comenzamos
rotando al sistema alrededor del eje z en un a´ngulo φ en sentido antihorario, quedando
as´ı definido un nuevo conjunto de ejes (ξ, ψ, η). Si ahora rotamos estos ejes en un
a´ngulo ω alrededor del eje ξ en sentido antihorario, produciremos un nuevo conjunto
de coordenadas (ξ, ψ′, η′). El eje ξ′ se encuentra en la interseccio´n de los planos xy, y
ξ′η′, y es conocido como l´ınea nodal. Finalmente, los ejes (ξ, ψ′, η′) se rotan un a´ngulo
ν en sentido antihorario, alrededor del eje η′, para terminar obteniendo el sistema de
ejes (x′, y′, z′) deseado, resultado de la transformacio´n total mediante a´ngulos de Euler.
La isotrop´ıa del espacio implica que cos ν, φ y ω este´n uniformemente distribuidos en
el rango:
0 ≤ φ, ω ≤ 2pi − 1 ≤ cos ν ≤ 1
1.4.2. Preparacio´n del proyectil
Con el fin de generar el flujo de proyectiles, los valores del para´metro de impacto ρ
se eligen aleatoriamente a partir de una distribucio´n uniforme en ρ2, con ρ menor a un
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Figura 1.3: Rotaciones que definen los a´ngulos de Euler.
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valor ma´ximo ρmax, ma´s alla´ del cual la interaccio´n de intere´s se considera despreciable
4:
0 ≤ ρ2 ≤ ρ2max . (1.2)
El valor de ρmax se debe determinar nume´ricamente para cada energ´ıa, realizando la
integracio´n de las ecuaciones de movimiento para para´metros de impacto fijos, incre-
mentando su valor hasta un valor en que se considere que la cantidad de part´ıculas
dispersadas por el blanco es despreciable.
1.5. Resolucio´n de las ecuaciones de movimiento
Se puede describir de manera completa el movimiento de un sistema de N part´ıcu-
las en el espacio cartesiano tridimensional mediante la integracio´n de las ecuaciones de
movimiento de Hamilton, las cuales componen un sistema de 6N ecuaciones diferen-
ciales de primer orden. Para el problema de tres cuerpos (N = 3), estas ecuaciones se
resuelven de manera sencilla en un sistema de coordenadas denominado Coordenadas
de Jacobi, que desarrollaremos brevemente antes de resolver la dina´mica del problema.
1.5.1. Coordenadas de Jacobi
El centro de masas para el conjunto de tres part´ıculas bajo estudio sigue un movi-
miento a velocidad uniforme:
vcm = MPv/M , (1.3)
donde M = m + MP + MT es la masa total del sistema. Por lo tanto, es conveniente
describir su movimiento en un sistema de coordenadas que permita separar el de su
centro de masas. Una posible eleccio´n, que es la que realizamos en esta tesis, es utilizar
cualquiera de los tres pares posibles de coordenadas de Jacobi [25]:(
rT
RT
)
,
(
rP
RP
)
,
(
rN
RN
)
,
el cual se muestra en la figura 1.4. Sean r, R y RR, las coordenadas en el sistema de
laboratorio del electro´n, el proyectil y el blanco, respectivamente, las coordenadas de
4Esto es as´ı debido a que para generar una distribucio´n uniforme de puntos en un disco de a´rea
piρ2max, los mismos deben ser elegidos con un peso proporcional a ρ
2.
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Figura 1.4: Arriba a la izquierda vemos las posiciones de las part´ıculas en el sistema de
coordenadas del laboratorio. Las tres figuras restantes corresponden a los pares de coordenadas
de Jacobi T (arriba a la derecha), P (abajo a la izquierda) y N (abajo a la derecha).
Jacobi se pueden expresar en funcio´n de estas u´ltimas, como:
rP = r−R, RP = MPR +mr
MP +m
−RR
rT = r−RR, RT = R− MTRR +mr
MT +m
(1.4)
rN = R−RR, RN = r− MTRR +MPR
MT +MP
.
Se definen los momentos de Jacobi, del siguiente modo:
kj = mj r˙j
Kj = µjR˙j (j = T, P, oN) , (1.5)
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y las masas reducidas mj y µj, como:
mN =
MPMT
MP +MT
µN =
(MP +MT )m
M
mT =
mMT
m+MT
µT =
(m+MT )MP
M
(1.6)
mP =
mMP
m+MP
µP =
(m+MP )MT
M
.
1.5.2. Dina´mica en coordenadas de Jacobi
Para resolver la dina´mica del problema existen distintos formalismos, los cuales
constituyen una generalizacio´n de las leyes de Newton[26]. El me´todo nume´rico que
utilizamos se basa en la denominada meca´nica hamiltoniana. La misma utiliza como
punto de partida la funcio´n hamiltoniana, o simplemente hamiltoniano. En el problema
que estamos analizando, para el cual los potenciales dependen solamente de las distan-
cias entre las part´ıculas, y las mismas no tienen ningu´n tipo de restriccio´n geome´trica,
el hamiltoniano H es igual a la energ´ıa meca´nica total, la cual a su vez es la suma de
la energ´ıa cine´tica H0 y la potencial V :
H = H0 + V .
En el sistema de laboratorio, la energ´ıa cine´tica, tambie´n denominada hamiltoniano
libre, para nuestro problema de tres part´ıculas, se expresa como:
H0 =
mr˙2
2
+
MP R˙
2
2
+
MT R˙
2
R
2
=
k2
2m
+
K2
2MP
+
K2R
2MT
. (1.7)
Utilizando el sistema de coordenadas de Jacobi, podemos expresar el hamiltoniano
1.7 de la siguiente manera:
H0 =
Mv2cm
2
+
k2j
2mj
+
K2j
2µj
, (1.8)
donde el primer te´rmino en 1.7 corresponde a la energ´ıa del centro de masas.
De este modo, el hamiltoniano total en el sistema centro de masas Hcm se expresa,
en coordenadas de Jacobi, de la siguiente manera:
Hcm =
k2j
2mj
+
K2j
2µj
+ VN + VP + VT , (1.9)
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donde hemos definido los potenciales:
VN =
ZPZT
rN
VP = −ZP
rP
VT = −ZT
rT
. (1.10)
Finalmente, las ecuaciones de movimiento del sistema se encuentran resolviendo el
siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden:
r˙j =
∂Hcm
∂kj
=
kj
mj
R˙j =
∂Hcm
∂Kj
=
Kj
µj
k˙j = −∂Hcm
∂rj
=
∑
i=P,T,N
(
∂ri
∂rj
)
Rj
∇riVi =
∑
i=P,T,N
M11ij∇riVi
K˙j = −∂Hcm
∂Rj
=
∑
i=P,T,N
(
∂ri
∂Rj
)
rj
∇riVi =
∑
i=P,T,N
M12ij∇riVi ,
donde Mij son las matrices de masas, las cuales son matrices de transformacio´n de
coordenadas y momentos de Jacobi entre s´ı, definidas por:(
ri
Ri
)
=Mij
(
rj
rj
) (
ki
Ki
)
=M†ji
(
kj
Kj
)
,
y los super´ındices corresponden a los elementos de matriz de las mismas. El s´ımbolo †
indica la transpuesta conjugada de la matriz. Las dema´s cantidades ya fueron descritas
en las secciones anteriores. Las matrices de masas tienen las siguientes expresiones:
MPT =
(
mT/m −1
mP/µT mP/m
)
MNT =
(
mT/MT 1
mN/µT −mN/MT
)
MNP =
(
−mP/MP 1
mN/µP mN/MP
)
MTP =
(
mP/m 1
−mT/µP mT/m
)
MTN =
(
mN/MT 1
mT/µN −mT/MT
)
MPN =
(
−mN/MP 1
mP/µN mP/MP
)
Una eleccio´n posible para resolver estas ecuaciones es tomar el par con j = T , que
es la que se utiliza en nuestro ca´lculo, y que describe la evolucio´n temporal del sistema
a partir del movimiento relativo del electro´n respecto del nu´cleo ato´mico (rT ), y el
movimiento del proyectil respecto del centro de masas electro´n-nu´cleo (RT ), como se
ve en la figura 1.4. Esto describe de manera adecuada las condiciones iniciales, para las
cuales el proyectil se encuentra alejado del sistema electro´n-nu´cleo. La integracio´n se
realiza mediante un algoritmo de punto medio modificado con paso de control adaptable
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tipo Bulirsch-Stoer ([27] [23] [28]).
1.6. Clasificacio´n del estado final
El estado final en que se encuentra el conjunto de part´ıculas proyectil P, electro´n e
y nu´cleo T en una reaccio´n P + (e T ) se denomina canal de colisio´n, y puede ser uno
de los siguientes:
P + (e T ) −→

P + (e T ) Dispersio´n ela´stica
P + (e T )exc Excitacio´n
(P e) + T Intercambio de carga
P + e+ T Ionizacio´n
A continuacio´n describimos brevemente cada uno de ellos:
Dispersio´n ela´stica La energ´ıa interna inicial del blanco (e T ) (inic0 ) es igual a
la final (final0 ), es decir:
inic0 = 
final
0 < 0
.
Excitacio´n El proyectil pierde energ´ıa a expensas del electro´n, que pasa a un
estado de mayor energ´ıa (finalexc ):
inic0 < 
final
exc < 0
Intercambio de carga El proyectil arranca el electro´n al blanco, y pasan a
formar el estado ligado (e P ).
Ionizacio´n La contribucio´n de cada uno de los te´rminos de interaccio´n coulom-
biana (ecuacio´n 1.9), tiende a cero. Debido a esto, el movimiento de las part´ıculas
esta´ regido por el hamiltoniano libre, y las part´ıculas se desplazara´n asinto´tica-
mente con movimiento uniforme.
Nosotros concentraremos nuestro estudio a lo largo de esta tesis en este u´ltimo canal
de ionizacio´n. Debido a esto, la integracio´n de las ecuaciones de movimiento concluye
cuando la suma de la energ´ıa cine´tica dada por el momento relativo entre cada par
de part´ıculas y la energ´ıa potencial entre ambas es mayor a cero. Es decir, se debe
cumplir:
k2j
2
+ Vj > 0 (j = T, , P ,N) ,
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Tambie´n es posible establecer otros criterios nume´ricos para la finalizacio´n del ca´lcu-
lo en el estudio de la ionizacio´n como, por ejemplo, en el trabajo de Barrachina y
Courbin [29] donde e´ste se basa en la separacio´n internuclear.
1.7. Seccio´n eficaz en colisiones de ionizacio´n
En nuestro experimento de colisio´n cla´sico, sea n el nu´mero calculado de trayecto-
rias, y δni el nu´mero de eventos para los cuales se cumple el criterio que da lugar a la io-
nizacio´n, y las part´ıculas terminan con momento k, K, KR en un rango δkδKδKR, po-
demos expresar una magnitud denominada seccio´n eficaz diferencial completa (FDCS),
de la siguiente manera[23]:
dσ
dkdKdKR
=
piρ2max
n
∑
ρ≤ρmax
δni(ρ)
δkδKδKR
, (1.11)
donde ρmax es el ma´ximo para´metro de impacto de nuestro ca´lculo.
La FDCS se puede escribir en te´rminos de los impulsos de Jacobi como:
dσ
dkdKdKR
= δ (vcm − k−K−KR) dσ
dkjdKj
.
En particular, debido a que KN = k − vcm, la seccio´n eficaz doble diferencial en el
momento del electro´n es:
dσ
dk
=
dσ
dKN
=
∫
dσ
dkNdKN
dkN .
A partir de la ecuacio´n 1.11, esta cantidad se calcula como [23]:
dσ
dk
=
piρ2max
n
∑
ρ≤ρmax
δni(ρ)
δk
. (1.12)
Tambie´n es posible expresar la seccio´n eficaz diferencial en funcio´n del mo´dulo del
momento k y el a´ngulo so´lido del momento del electro´n Ω, teniendo en cuenta que
dk = k2dkdΩ, como:
dσ
dk
=
dσ
k2dkdΩ
.
Adema´s, considerando que la energ´ıa del electro´n es E = k2/2, podemos escribir:
dσ
dk
=
dσ√
2EdEdΩ
.
A su vez, debido a la simetr´ıa axial alrededor de la direccio´n de la velocidad inicial, la
seccio´n eficaz puede expresarse solamente en te´rminos del momento k o la energ´ıa E,
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y el a´ngulo acimutal θ del momento del electro´n respecto de este eje, definido como:
cos θ = k · v/(kv), de la siguiente forma:
dσ
dk
=
dσ
2pik2 sin θdkdθ
o:
dσ
dk
=
dσ
2pi
√
2E sin θdEdθ
.
De esta manera, el me´todo para calcular la seccio´n eficaz de ionizacio´n se puede calcular
mediante el me´todo CTMC como:
dσ
dk
=
piρ2max
2pink2 sin θ
∑
ρ≤ρmax
δni(ρ)
δkδθ
,
o:
dσ
dk
=
piρ2max
2pin
√
2E sin θ
∑
ρ≤ρmax
δni(ρ)
δEδθ
.
Tambie´n puede resultar u´til analizar la seccio´n eficaz en una variable, sin tener el
comportamiento respecto de una de las otras, integrando en la misma. Se puede por
ejemplo integrar en el momento, y obtener:
dσ
dΩ
=
∫
dσ
dk
k2dk ,
o en el a´ngulo:
dσ
k2dk
=
∫
dσ
dk
dΩ .
1.8. Reduccio´n de la dimensionalidad
El problema de la ionizacio´n de un a´tomo hidrogenoide por impacto de un positro´n,
requiere en principio de 9 variables para ser descrito completamente. Debido a la conser-
vacio´n de energ´ıa-momento, este nu´mero se reduce a 5. Adema´s, en ausencia de blancos
o proyectiles polarizados5, como en el caso de estudio 6, la colisio´n es axisime´trica alre-
dedor de la velocidad inicial v ; y la dimensionalidad del problema se reduce a 4. Pero
incluso la simple representacio´n de tal objeto multidimensional resultar´ıa una tarea
colosal en dos aspectos ba´sicos. Por un lado, esta´ el problema de elegir un conjunto de
4 variables que representen adecuadamente el problema estudiado. Naturalmente, hay
una gran libertad en la eleccio´n de estas cantidades. Estas elecciones suelen relacionarse
5Se dice que un a´tomo esta´ polarizado cuando la densidad electro´nica del mismo no es esfe´ricamente
sime´trica. Adema´s, cuando se trata con part´ıculas ide´nticas, es importante el spin de las part´ıculas,
el cual determina tambie´n una polarizacio´n
6Esto es as´ı debido a que tenemos tres part´ıculas distintas, y consideraremos que el a´tomo hidro-
genoide se encuentra en su estado fundamental
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a experimentos espec´ıficos. Este es el caso de la as´ı llamada Geometr´ıa de Rochester [30]
donde FDCS es escrita en te´rminos de los a´ngulos polares de dos part´ıculas salientes,
su a´ngulo relativo acimutal y la energ´ıa de una de ellas. Esta eleccio´n es completa en el
sentido que cualquier otro conjunto de variables independientes puede ser relacionado
con e´ste.
La segunda dificultad con la descripcio´n de la FDCS es que no puede ser repre-
sentada en un espacio tridimensional. La bu´squeda de una solucio´n pra´ctica a este
impedimento es tan vieja como la ciencia y el arte mismos ([31], [32]). Una manera de
hacer esta representacio´n asequible, pero no la u´nica, es reducir la dimensionalidad de
la seccio´n eficaz, y hay dos maneras diferentes de realizar esta tarea. Una opcio´n es
integrar la seccio´n eficaz en algunas de sus variables, tal como se mostro´ en la seccio´n
anterior, y al igual que en cualquier te´cnica espectrosco´pica, donde so´lo se investigan la
energ´ıa y/o el a´ngulo de emisio´n de una de las part´ıculas en el estado final. La segun-
da opcio´n, es fijar una o ma´s variables a una condicio´n particular. Una eleccio´n muy
comu´n, y a su vez conveniente al analizar procesos con dos part´ıculas muy similares en
el estado final, como en colisiones (e, 2e) y (p, 2p) (ver por ejemplo [33]), es la as´ı lla-
mada geometr´ıa sime´trica. E´sta fue introducida por Gottshchalk et al en 1965 para el
estudio del bremsstrahlung7 proto´n-proto´n [34]. En esta geometr´ıa, las dos part´ıculas
ide´nticas se estudian en la condicio´n en la cual las iguales energ´ıas y a´ngulos polares de
ambas son iguales. Esta geometr´ıa es claramente equivalente a intersecar la FDCS con
una superficie 2D, de manera tal de hacerla dependiente solamente de dos para´metros.
Otra geometr´ıa esta´ndar que cumple con la misma reduccio´n es la geometr´ıa colineal,
donde el electro´n y el positro´n son forzados a moverse en la misma direccio´n, es decir
k · K = ±kK. En contraposicio´n a la geometr´ıa sime´trica de Gottschalk, aqu´ı k es
paralelo (o antiparalelo) a K. Hay que tener en cuenta que la variacio´n de k y K no
es independiente, ya que deben compartir su energ´ıa de acuerdo a:
k2 +K2 ≈ v2 − 2i .
En este trabajo, cuando realicemos reduccio´n de la dimensionalidad, emplearemos pre-
ferentemente esta u´ltima geometr´ıa, cuya justificacio´n se comprendera´ a medida que
mostremos y analicemos nuestros resultados.
7Radiacio´n emitida por una particula cargada debido a su aceleracio´n.
Cap´ıtulo 2
Resultados mediante el me´todo
CTMC
En este cap´ıtulo mostraremos resultados obtenidos mediante el me´todo CTMC
presentado en el cap´ıtulo 1, y analizaremos las estructuras que aparecen en las sec-
ciones eficaces de ionizacio´n de hidro´geno molecular (H2) por impacto de positrones.
Realizaremos una descripcio´n de las mismas en base a consideraciones cinema´ticas y
dina´micas ba´sicas. Mostraremos resultados tanto para un problema en el que no se
imponen restricciones a los momentos finales de las part´ıculas, y tambie´n para el caso
en que empleamos una geometr´ıa colineal, para la cual positro´n y electro´n escapan en
la misma direccio´n. Este estudio es importante ya que en el cap´ıtulo 3 realizaremos
ca´lculos cua´nticos para una colisio´n similar, y veremos si las estructuras halladas en
este cap´ıtulo, persisten.
2.1. Resultados nume´ricos para el problema sin res-
tricciones
En esta seccio´n vamos a presentar los resultados del ca´lculo de la seccio´n eficaz
de una colisio´n positro´n-H2 obtenidos mediante el me´todo CTMC, para energ´ıa de
impacto del positro´n de 100 eV 1. Para realizar estos ca´lculos, tratamos el problema tal
como desarrollamos en la seccio´n 1.1, modelando al H2 como un a´tomo hidrogenoide
con dos electrones activos, y teniendo en cuenta que su primera energ´ıa de ionizacio´n
es i = 15.6eV . Debemos mencionar que no impusimos restricciones geome´tricas ni
dina´micas a las part´ıculas.
1Indicaremos la energ´ıa de impacto del positro´n en este sistema de unidades, que es en el cual
se suelen expresar los resultados experimentales. La equivalencia entre este sistema y el de unidades
ato´micas, ver ape´ndice A.
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Figura 2.1: Nu´mero de eventos de ionizacio´n Ni en funcio´n del para´metro de impacto, para
103 trayectorias calculadas a una energ´ıa de impacto del positro´n de 100 eV . La distribucio´n
esta´ normalizada por el ma´ximo de la misma.
2.1.1. Determinacio´n nume´rica del ma´ximo para´metro de im-
pacto
Para realizar el ca´lculo nume´rico de las trayectorias cla´sicas se debe imponer un
para´metro de impacto ma´ximo ρmax ma´s alla´ del cual no se generan condiciones ini-
ciales2. El mismo so´lo se puede determinar de manera nume´rica, y para ello se lanza
primeramente un nu´mero pequen˜o de trayectorias, y se realiza un histograma con el
nu´mero de eventos de ionizacio´n por cada para´metro de impacto.
En la figura 2.1 se observa la distribucio´n de para´metros de impacto Ni que da
origen a la ionizacio´n del blanco para 103 trayectorias, normalizada por el ma´ximo
de la distribucio´n, para una energ´ıa de 100 eV . All´ı se puede notar que el nu´mero de
part´ıculas ionizadas al acercarse a ρmax = 3.1 decrece notoriamente, por lo cual no se
calcularon trayectorias con para´metros de impacto ma´s alla´ de este valor. La forma fun-
cional de esta curva esta´ de acuerdo adema´s con resultados obtenidos previamente[22].
2.2. Seccio´n eficaz para el problema sin restriccio-
nes
En esta seccio´n mostraremos los resultados de la seccio´n eficaz diferencial dσ/dk de
ionizacio´n de H2 por impacto de positrones de 100 eV [8, 9, 35, 36], obtenida mediante
el calculo de N > 108 trayectorias. Se tuvieron en cuenta todos los casos que dan lugar a
ionizacio´n sin establecer restricciones geome´tricas ni dina´micas. Con esto nos referimos
2Ya que al aumentar demasiado el para´metro de impacto los proyectiles no interactu´an con el
blanco y por ende no se produce ionizacio´n.
2.2 Seccio´n eficaz para el problema sin restricciones 20
Figura 2.2: Gra´fico de la seccio´n eficaz dσ/dk de ionizacio´n de mole´culas de H2 por impacto
de positrones a 100 eV . El eje de la energ´ıa esta´ normalizado por la ma´xima energ´ıa, denominada
Emax, que puede adquirir el electro´n.
a que al contar cua´ntos electrones finalizan con determinada energ´ıa y a´ngulo, no se
impone ninguna condicio´n a la direccio´n o cantidad de movimiento de las dema´s.
2.2.1. L´ımite cinema´tico del espacio de momentos
En la figura 2.2 se puede ver una gra´fica de densidades de la seccio´n eficaz diferencial
dσ/dk. El eje de energ´ıa esta´ normalizado por la energ´ıa ma´xima Emax que puede
alcanzar el electro´n debido a la conservacio´n de energ´ıa y momento, la cual calculamos
anal´ıticamente ma´s abajo. Se puede notar que la cantidad de eventos de ionizacio´n cae
a fuertemente al aproximarse a E/Emax = 1.0, no habie´ndose registrado eventos para
una energ´ıa mayor.
La energ´ıa inicial de la colisio´n es la suma de la energ´ıa cine´tica del positro´n y
la energ´ıa interna inicial del blanco inic0 . Para el a´tomo hidrogenoide, consideramos
inic0 = −i, como vimos en la seccio´n 1.1, donde i es la primera energ´ıa de ionizacio´n.
En el estado final, debido a que estamos analizando el canal de ionizacio´n, la energ´ıa
esta´ dada por el hamiltoniano libre dado en la ecuacio´n 1.8. De esta manera, debido a
la conservacio´n de la energ´ıa, tenemos:
v2
2
− i = Mv
2
cm
2
+
k2j
2mj
+
K2j
2µj
, (2.1)
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donde vcm es el mo´dulo de la velocidad vcm del centro de masas
3, v es el mo´dulo de la
velocidad inicial v del proyectil positro´nico, kj y Kj son los mo´dulos de un par de mo-
mentos de Jacobi4 {kj,Kj}, y {mj, µj} son las masas reducidas5 (con j = T, P, oN.).
Esta ecuacio´n puede ser expresada en el sistema de centro de masas, restando a ambos
miembros la energ´ıa correspondiente al mismo, representada por el primer te´rmino del
segundo miembro. A partir de las ecuaciones 1.6 y 1.3, llegamos a:
µT
v2
2
− i =
k2j
2mj
+
K2j
2µj
, (2.2)
Nos interesa encontrar el ma´ximo valor del momento final del electro´n en el sistema
centro de masa. Para realizar este ana´lisis utilizaremos el par de momentos de Jacobi
{kN , KN}, que es el ma´s adecuado ya que:
KN = k− vcm , (2.3)
Si en la ecuacio´n 2.2 elegimos el par de momentos de Jacobi {kN , KN}:
µT
v2
2
− i = k
2
N
2mN
+
K2N
2µN
,
vemos que cuando kN = 0, el movimiento del positro´n respecto del blanco sera´ nulo
y por tanto, el electro´n alcanzara´ la ma´xima energ´ıa cine´tica, en el sistema centro de
masas. De esta manera, el valor ma´ximo del mo´dulo del momento KN sera´:
K2N = µN
(
µTv
2 − 2i
)
. (2.4)
Luego, reemplazando 1.6, 1.3 y 2.3 en 2.4, obtenemos el espacio de momentos del
electro´n, el cual estara´ limitado a una esfera:∣∣∣kmax − v
M
∣∣∣2 = µN (µTv2 − 2i) ,
o equivalentemente:∣∣∣∣kmax − v2 +MT
∣∣∣∣2 = 1 +MT2 +MT
(
1 +MT
2 +MT
v2 − 2i
)
, (2.5)
donde reemplazamos el valor de la masa total M , igual a la suma de las tres part´ıculas,
e introdujimos la cantidad kmax, el ma´ximo valor que puede adquirir el momento del
3Definida en la ecuacio´n 1.3.
4Definidos en la ecuacio´n 1.5.
5Definidas en las ecuaciones 1.6.
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Figura 2.3: Seccio´n eficaz diferencial dσ/dk, integrada en momento, en funcio´n del a´ngulo del
electro´n (en unidades arbitrarias), para la ionizacio´n de mole´culas H2 por impacto de positrones
de 100 eV .
electro´n. Teniendo en cuenta la magnitud de la masa del nu´cleo:
MT ≈ 1836 ,
podemos aproximar 2.5, como:
kmax ≈
√
2(Ei − i) ,
donde Ei = v
2/2. La energ´ıa ma´xima que podra´ alcanzar el electro´n sera´ por tanto,
Emax ≈ Ei − i
Por u´ltimo, en la figura 2.3, se muestra la seccio´n eficaz diferencial dσ/dk en funcio´n
del a´ngulo del electro´n, e integrada en la energ´ıa donde se puede percibir que la mayor´ıa
de los electrones esta´n enfocados en la direccio´n hacia delante.
2.2.2. Pico de electrones blandos
En el gra´fico de intensidades representado en la figura 2.2, se puede apreciar que
para E ≈ 0 se produce un ma´ximo, el cual es denominado pico de electrones blandos o
SE por su sigla en ingle´s6[37], o tambie´n pico EEC7[29]. El mismo esta´ constituido por
una gran emisio´n de electrones con baja energ´ıa, es decir, electrones que necesitaron
6Soft Electrons.
7Electron Emission to the Continuum.
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una pequen˜a cantidad de intercambio de momento con el proyectil para escapar del
blanco.
2.2.3. Orientacio´n
En la figura 2.2 notamos adema´s que la mayor´ıa de los electrones alcanzan el estado
final con una energ´ıa E < (Emax/2). Este feno´meno, conocido como orientacio´n, es
atribuido a la interaccio´n del proto´n residual con el dipolo electro´n-positro´n. En nuestro
estudio de este feno´meno ([8, 9, 35, 36]), optamos por analizar adema´s estos ca´lculos
en te´rminos del momento de Jacobi KP .
En la figura 2.4, representamos la seccio´n eficaz en funcio´n de la energ´ıa EP =
K2P/2µP , y el a´ngulo θP de Jacobi. All´ı vemos que no se presentan eventos de ionizacio´n
para EP > Emax, lo cual se puede deducir a partir de la ecuacio´n de conservacio´n de
la energ´ıa 2.2, tomando el par de momentos de Jacobi {kP , KP}:
µT
v2
2
− i = k
2
P
2mj
+
K2P
2µP
, (2.6)
y considerando el caso en que kP = 0, con lo cual llegamos a la condicio´n para el
ma´ximo de EP :
EmaxP =
1 +MT
MT + 2
v2
2
− i .
Teniendo en cuenta que MT ≈ 1836, esta u´ltima ecuacio´n se puede aproximar como:
EmaxP ≈
v2
2
− i
≈ Emax , (2.7)
Adema´s, se observa que para una energ´ıa EP < Emax/2, disminuye dra´sticamente la
cantidad de eventos de ionizacio´n. Esta frontera se corresponde con la condicio´n:
k2P
2mP
=
K2P
2µP
=
EmaxP
2
.
Es decir que se favorece una situacio´n en la cual:∣∣∣∣∣R˙R − r˙ + R˙2
∣∣∣∣∣ >
√
µP
mP
∣∣∣r˙− R˙∣∣∣ ,
o, de manera aproximada: ∣∣∣∣∣R˙R − r˙ + R˙2
∣∣∣∣∣ > 2 ∣∣∣r˙− R˙∣∣∣ ,
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Figura 2.4: Gra´fico de intensidades de la seccio´n eficaz de ionizacio´n de mole´culas H2 por
impacto de positrones de 100 eV , doble diferencial en el mo´dulo del momento KP y el a´ngulo θP .
lo cual quiere decir que prevalece una cinema´tica del sistema en la cual la velocidad
del ion en retroceso respecto del centro de masas electro´n-positro´n es mayor que la
velocidad relativa entre ambas part´ıculas. Esto significa que las part´ıculas tienden a
desplazarse con una baja velocidad relativa, lo cual implica que el a´ngulo entre los
momentos de las mismas sea pequen˜o. La situacio´n ma´s favorecida por este feno´meno
se dara´ por tanto cuando ambas part´ıculas viajan exactamente en la misma direccio´n,
es decir, colinealmente. Adema´s, a partir de la figura 2.2, sabemos que el electro´n
viajara´ preferentemente por detra´s del positro´n. Este resultado es esperable debido a
que la configuracio´n en la cual el electro´n se desplaza detra´s del positro´n (es decir,
con menor velocidad y por tanto menor energ´ıa cine´tica que el positro´n) minimiza la
energ´ıa de interaccio´n coulombiana entre las tres part´ıculas.
Debido a su baja velocidad, el estudio del movimiento del ion en retroceso puede
parecer anti-intuitivo a primera vista. Sin embargo, como vimos, puede proporcionar
informacio´n que ayude a realizar una descripcio´n detallada del movimiento del electro´n
y el positro´n luego de la colisio´n. Por ejemplo, nos permitio´ discernir si las part´ıculas
livianas restantes se desplazan juntas o separadas. Y au´n ma´s, nos da informacio´n
precisa acerca del espectro de ambas part´ıculas y de la naturaleza de sus interacciones.
Este tipo de ana´lisis fue originalmente propuesto teo´ricamente por Rodr´ıguez et
al.[38] para investigar colisiones proto´n-helio. Cinco an˜os ma´s tarde, estas predicciones
fueron confirmadas experimentalmente usando un microscopio de reaccio´n para obtener
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la distribucio´n del momento en retroceso (RIM , por su sigla en ingle´s 8) para la
componente paralela a la direccio´n de incidencia del proyectil.
En el caso de proyectiles livianos tales como los positrones, la alta probabilidad de
deflexio´n del proyectil (comparada por ejemplo con la colisio´n por iones, que son tres
o´rdenes de magnitud ma´s masivos) complica tanto el ana´lisis teo´rico como la factibili-
dad de confirmar experimentalmente las predicciones hechas por el mismo. Sin embar-
go, el avance en el desarrollo e implementacio´n de microscopios de reaccio´n positro´nica
esta´ volviendo cada vez ma´s accesible la obtencio´n de una imagen cinema´ticamente
completa de las part´ıculas involucradas en la colisio´n [4, 5], lo cual justifica este tipo
de ana´lisis. No obstante, el estudio de las secciones eficaces de ionizacio´n por impacto
de positrones en el espacio de momentos del electro´n continu´a siendo central debido a
que la mayor´ıa de las te´cnicas hasta el momento se han concentrado en su deteccio´n, la
cual es ma´s sencilla que si se trabaja con el lento ion en retroceso. Por lo tanto, nuestro
estudio del proceso de colisio´n continuara´ enfoca´ndose en el espacio de momentos del
electro´n.
2.3. Resultados nume´ricos en la geometr´ıa colineal
Como mencionamos en la seccio´n anterior, el efecto de la orientacio´n del dipolo
electro´n-positro´n sera´ ma´s pronunciado en la medida en que ambas part´ıculas escapen
ma´s alineadas, lo cual hace interesante el estudio de esta restriccio´n geome´trica. Debido
a esto, seleccionamos la geometr´ıa colineal, en la cual ambas part´ıculas finalizan en la
misma direccio´n, es decir k||K, tal como se muestra esquema´ticamente en la figura 2.5.
Nume´ricamente, la condicio´n de colinealidad fue establecida contando los casos en
que el positro´n y el electro´n finalizan con un a´ngulo entre ambos menor a 5◦.
2.3.1. Seccio´n eficaz para el caso colineal
En la figura 2.6 representamos en espacio energ´ıa-a´ngulo, los valores finales para
las colisiones de ionizacio´n que cumplen la condicio´n de colinealidad establecida. En
ambos casos se escogio´ para cada punto un determinado radio y una opacidad, de
modo tal que aquellas zonas en las que hayan sucedido ma´s eventos se noten ma´s
oscuras, y aquellas en que hayan sucedido menos, ma´s claras. No se realizo´ un gra´fico
de intensidades, como en la figura 2.2, debido a que la cantidad de puntos es dos o´rdenes
de magnitud menor cuando se establece la condicio´n de colinealidad, lo cual complica
hacer la estad´ıstica necesaria para realizar un gra´fico de ese tipo. Es muy notorio en
este caso lo drama´tico del efecto de la orientacio´n (seccio´n 2.2.3), no percibie´ndose casi
ningu´n evento para energ´ıas mayores a Emax/2. Se puede ver cierta concentracio´n de
8Recoil-Ion Momentum.
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Figura 2.5: Geometr´ıa colineal: los momentos del electro´n k y el positro´n K, en el estado final,
cumplen k||K.
puntos alrededor de θ = pi/4, y tambie´n alrededor de E = Emax/2. Trataremos de
comprobar estas observaciones integrando la seccio´n eficaz primero en energ´ıa y luego
en a´ngulo.
Si graficamos la seccio´n eficaz diferencial dσ/dk, integada en a´ngulo, en funcio´n
de la energ´ıa del electro´n (figura 2.7), notamos adema´s que muy cerca de la energ´ıa
Emax/2, encontramos una estructura tipo pico. E´ste u´ltimo ha sido descrito amplia-
mente en la literatura ([39], [40],[6]), y es conocido como pico de captura al continuo o
por abreviatura, pico ECC(Electron Capture to the Continuum, por su sigla en ingle´s).
E´ste se presenta tambie´n en el caso cua´ntico, como veremos en el cap´ıtulo 5[40].
Luego, si graficamos la seccio´n eficaz diferencial dσ/dk en funcio´n del a´ngulo del
electro´n (2.8), obsevamos que la distribucio´n de part´ıculas esta´ fuertemente enfocada
hacia delante. Notamos adema´s la presencia de una pequen˜a estructura cerca de un
a´ngulo θ ≈ 0.71(≈ 41◦). La existencia de la misma, puede deberse a la accio´n de un
mecanismo de doble colisio´n binaria como el que describiremos en la pro´xima seccio´n.
2.3.2. Mecanismo de Thomas
Un mecanismo de colisio´n doble binario es un proceso que puede dar lugar a es-
tructuras en la seccio´n eficaz. El mismo so´lo se observar´ıa en la geometr´ıa colineal, lo
cual constituye otra razo´n para su eleccio´n.
Un mecanismo doble binario posible es aque´l en el cual el positro´n impacta pri-
meramente con el electro´n y sale dispersado en direccio´n hacia el proto´n, mientras el
electro´n escapa con un a´ngulo θa. Por conservacio´n de energ´ıa y momento, este a´ngulo
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Figura 2.6: Trayectorias ionizantes en la condicio´n de colinealidad para la ionizacio´n de mole´cu-
las H2 por impacto de positrones de 100 eV , doble diferencial en la energ´ıa E y el a´ngulo θ del
electro´n. El eje de la energ´ıa esta´ normalizado por la ma´xima energ´ıa que puede adquirir el
electro´n Emax. Cada punto en el espacio E− θ representa las coordenadas finales en este espacio
para una determinada trayectoria. Cada punto posee la misma opacidad y el mismo radio, por
lo cual las zonas ma´s oscuras corresponden a la acumulacio´n de trayectorias en esas zonas.
Figura 2.7: Seccio´n eficaz diferencial dσ/dk, integrada en a´ngulo, en funcio´n de la energ´ıa del
electro´n (en unidades arbitrarias), para la ionizacio´n de mole´culas H2 por impacto de positrones
de 100 eV , en condiciones de colinealidad. El eje de energ´ıas esta´ normalizado por la ma´xima
energ´ıa que puede adquirir el electro´n Emax.
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Figura 2.8: Seccio´n eficaz diferencial, integrada en momento, en funcio´n del a´ngulo del electro´n
(en unidades arbitrarias), para la ionizacio´n de mole´culas H2 por impacto de positrones de 100 eV ,
en condiciones de colinealidad.
esta´ determinado por la cantidad de energ´ıa cine´tica que se lleva de la colisio´n :
cos θa =
k2 + i
kv
. (2.8)
Luego de esta primera colisio´n, el positro´n choca ela´sticamente con el proto´n, y
finalmente escapa en la misma direccio´n que el electro´n, es decir con un a´ngulo θa.
Debido a que la masa del proto´n es tres o´rdenes de magnitud mayor que la del
positro´n y el electro´n, se lo considera fijo en el sistema de laboratorio, con lo cual la
ecuacio´n de conservacio´n de la energ´ıa es simplemente:
k2
2
+
K2
2
=
v2
2
− i . (2.9)
Otro mecanismo similar al anterior es aque´l en el cual el electro´n y el positro´n inter-
cambian sus roles, y es el electro´n quien es dispersado por el proto´n. Por conservacio´n
de energ´ıa y momento, el a´ngulo de salida de ambas part´ıculas sera´:
cos θb =
K2 + i
Kv
. (2.10)
A partir de las tres ecuaciones anteriores se verifica que los a´ngulos θa y θb son
iguales cuando k = K, resultando:
cos θa = cos θb =
1√
2
1√
1− 2i/v2
. (2.11)
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Figura 2.9: Diagrama esquema´tico del Mecanismo de Thomas, donde dos procesos distintos
contribuyen a la ionizacio´n a un mismo a´ngulo.
E´ste es el denominado mecanismo de Thomas, por el cua´l se espera un ma´ximo en la
seccio´n eficaz debido a que estos dos procesos de doble colisio´n binaria contribuyen para
una misma energ´ıa y a´ngulo del electro´n. En la figura 2.9 representamos de manera
esquema´tica este mecanismo.
Para altas energ´ıas de impacto (v2/2 >> i), este a´ngulo tiende 45
o = pi/4, valor
por ejemplo empleado en [41]. Sin embargo, para energ´ıas bajas e intermedias, el a´ngulo
de Thomas puede diferir apreciablemente de este valor. Por ejemplo, para el caso del
a´tomo de Helio, cuya primera energ´ıa de ionizacio´n es i = 24.6 eV , para una energ´ıa
de impacto de 100 eV , este a´ngulo es de aproximadamente 35.5o. Para el caso del H2
por incidencia de positrones de 100 eV , este a´ngulo es de aproximadamente 39.7o, muy
cercano a la ubicacio´n del pico de la figura 2.8. Como se puede apreciar en la figura
2.10, donde marcamos la ubicacio´n predicha por el mecanismo de Thomas, existe una
coincidencia aceptable entre este mecanismo y la estructura hallada, lo cual puede ser
una explicacio´n para la presencia de la misma.
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Figura 2.10: Seccio´n eficaz diferencial, integrada en momento, en funcio´n del a´ngulo del
electro´n (en unidades arbitrarias), para la ionizacio´n de mole´culas H2 por impacto de positrones
de 100 eV , en condiciones de colinealidad. En l´ınea a trazos roja se indica la posicio´n angular
predicha por el Mecanismo de Thomas.
Cap´ıtulo 3
Efectos cua´nticos en colisiones
positro´n a´tomo
En este cap´ıtulo expondremos algunos conceptos fundamentales de la teor´ıa cua´nti-
ca de colisiones ato´micas. Luego explicaremos el modelo de onda distorsionada del
continuo (CDW por su sigla en ingle´s1), y su aplicacio´n al problema cua´ntico de tres
cuerpos. El mismo es un me´todo perturbativo2 y es ma´s aplicable a energ´ıas intermedias
y altas. Para la resolucio´n nume´rica, nos valdremos nuevamente del sistema de coorde-
nadas de Jacobi, que utilizamos en el cap´ıtulo 1 en el tratamiento cla´sico del problema.
Empleamos una funcio´n de ondas C3 para describir el estado final del sistema, la cual
representa de manera adecuada el estado asinto´tico del canal de ionizacio´n. Adema´s, a
diferencia de otros, el me´todo que implementamos tiene en cuenta la cinema´tica com-
pleta del problema, lo cual permite describir apropiadamente tanto feno´menos debidos
a la interaccio´n de dos, como de tres cuerpos.
Finalmente, mostraremos los resultados que se obtienen de aplicar el me´todo CDW
a un problema de ionizacio´n deH por impacto de positrones de 100 eV en una geometr´ıa
colineal, tal como fuera estudiado en la seccio´n 2.3 mediante un tratamiento cla´sico.
Haremos un estudio comparativo de las principales similitudes y diferencias entre los
resultados obtenidos con uno y otro me´todo, y describiremos la presencia de una nueva
estructura que se obtiene en el caso cua´ntico.
3.1. Colisiones Multicanales
Como ya describimos en la seccio´n 1.6 del cap´ıtulo 1, se pueden presentar distintos
canales en una colisio´n proyectil-a´tomo hidrogenoide, los cuales se clasifican segu´n el
1Continuum Distorted Wave.
2Un me´todo perturbativo ofrece una solucio´n aproximada de un problema, a partir de la reduccio´n
del mismo a uno ma´s sencillo, al cual van suma´ndose correcciones. Es muy similar en esp´ıritu a expresar
una funcio´n mediante una serie de Taylor.
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tipo de fragmentos y su estado al final de la colisio´n. Las tres part´ıculas intervinientes:
proyectil (P ), nu´cleo (T ) y electro´n (e); interactu´an entre s´ı a trave´s de potenciales
dependientes de las coordenadas relativas.
En el proceso de colisio´n puede producirse un reordenamiento de part´ıculas, es decir
que pueden existir estados ligados en el estado inicial que ya no este´n presentes en el
estado final y viceversa. Por lo tanto, el potencial relevante al inicio y al final de la
colisio´n puede diferir.
3.1.1. Hamiltoniano de tres part´ıculas
La evolucio´n temporal del sistema de tres part´ıculas estara´ dada por el operador
hamiltoniano total de interaccio´n coulombiana, cuya expresio´n es:
H =
pˆ2P
2mP
+
pˆ2T
2mT
+
pˆ2e
2me
+ VN + VP + VT
= H0 + V , (3.1)
donde pˆ son los operadores de momento [42], Vj son los potenciales de Jacobi
3 (con
j = T, P, N), y H0 es el te´rmino de energ´ıa cine´tica, el cual proviene de sumar la
energ´ıa cine´tica
pˆ2i
2mi
de cada part´ıcula. La evolucio´n del sistema estara´ dada por este
hamiltoniano a partir de la ecuacio´n de Schro¨dinger como:
ih¯
d
dt
|ψ(t)〉 = H |ψ(t)〉 ,
donde |ψ(t)〉 es un vector que pertenece al espacio de Hilbert de tres part´ıculas que
representa el estado del sistema a tiempo t. La solucio´n de esta ecuacio´n esta´ dada por:
|ψ(t)〉 = e−iHt |ψ〉 ≡ U(t) |ψ〉 ,
donde |ψ〉 representa el estado del sistema a tiempo t = 0, y U(t) es el denominado
operador de evolucio´n temporal.
3.1.2. Seccio´n eficaz
Sea j un canal del sistema en el cual en el estado final se encuentra presente el
potencial Vj (j = P, T, N), se denomina hamiltoniano de canal Hj a:
Hj = H0 + Vj .
3Ver ecuacio´n 1.5.
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Definiremos tambie´n un potencial de canal, como:
Vj = V − Vj .
Denominaremos as´ıntotas entrante |pα〉 y saliente |pβ〉 al estado del sistema a tiem-
po t→ −∞ y t→∞, respectivamente. Sean |p+α 〉 y
∣∣p−β 〉 las proyecciones de la as´ıntota
entrante y saliente a tiempo t = 0, respectivamente, se cumplira´:
l´ım
t→−∞
U(t)
∣∣p+α〉 = Uα(t) |pα〉 ,
para la as´ıntota entrante, y:
l´ım
t→∞
U(t)
∣∣p−β 〉 = Uβ(t) |pβ〉 ,
para la as´ıntota saliente, donde U j(t) = eiHjt.
Sin hacer un desarrollo de la teor´ıa cua´ntica de colisiones, el cual es standard y se
encuentra en la literatura [43], podemos definir la amplitud de probabilidad wαβ, como
la proyeccio´n de las as´ıntotas entrante y saliente:
wαβ =
∣∣〈p+α ∣∣p−β 〉∣∣2 .
Por medio de esta cantidad, se calcula la seccio´n eficaz completamente diferencial
FDCS, que es la integral de wαβ sobre el para´metro de impacto ρ del proyectil. Su
expresio´n es:
dσ
dkdKdKR
=
(2pi)4
v
δ (Eα − Eβ) |tαβ|2 , (3.2)
donde v es la velocidad inicial del proyectil, y la presencia de la delta de Dirac asegura
la conservacio´n de la energ´ıa entre los estados inicial y final. En esta expresio´n es de
central importancia el elemento de matriz tαβ, el cual se calcula como:
tαβ =
〈
p−β
∣∣Vα |pα〉 prior . (3.3)
Debido a que en esta expresio´n se utiliza el potencial de canal del estado inicial, se dice
que este elemento de matriz esta´ en su forma prior. El mismo tambie´n se puede definir
como:
tαβ = 〈pβ| Vβ
∣∣p+α〉 post , (3.4)
el cual se dice que esta´ en su forma post debido a que en su ca´lculo se utiliza el potencial
de canal del estado final.
La seccio´n eficaz puede ser escrita tambie´n en te´rmino de los impulsos de Jacobi,
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como:
dσ
dkdKdKR
= δ (k + K + KR − v) dσ
dkjdKj
,
donde:
dσ
dkjdKj
=
(2pi)4
v
δ
(
k2j
2mj
+
K2j
2µj
− µT v
2
2
+ i
)
|tαβ|2 .
3.2. Me´todo CDW
A fin de hallar el elemento de matriz de una colisio´n positro´n-a´tomo hidrogenoide4,
el cual constituye un problema de tres cuerpos, podemos utilizar cualquiera de las
dos expresiones que hallamos (3.4,3.3). Debido a que el estado inicial |pα〉, se puede
determinar de manera exacta, utilizaremos la forma prior, y haremos aproximaciones
para
∣∣p−β 〉. Trabajaremos con el sistema de coordenadas de Jacobi.
3.2.1. Funcio´n de onda inicial
La funcio´n de onda del estado inicial, es la que corresponde al movimiento libre del
positro´n, acerca´ndose desde el infinito a un a´tomo hidrogenoide en su estado funda-
mental. Es decir, en representacio´n de coordenadas [41]:
ψi = 〈r |pα〉 = (2pi)−3/2eiKT ·RT
(
Z3T
pi
)1/2
e−ZT rT = eiµTv·RTϕ(rT ) , (3.5)
donde v es la velocidad inicial del proyectil, y definimos ϕ(rT ) = (2pi)
−3/2
(
Z3T
pi
)1/2
e−ZT rT .
Debido a que inicialmente el blanco se encuentra en reposo en el sistema de laborato-
rio, se puede considerar que v = R˙ = R˙T . Se utilizo´ adema´s la siguiente propiedad del
sistema de coordenadas de Jacobi: KT = µT R˙T .
3.2.2. Funcio´n de onda del estado final en la aproximacio´n C3
En el me´todo CDW , el cual ha sido objeto de profundos ana´lisis [11–13], obtener
la funcio´n de onda del estado final es la parte crucial en la resolucio´n de este problema.
Se exige que esta funcio´n cumpla la ecuacio´n de Schro¨dinger independiente del tiempo
(H −E)Ψ = 0, con H dado por 3.1. Debido a que el estado final ∣∣p−β 〉 es la proyeccio´n
a t = 0 de una as´ıntota saliente |pβ〉, es esperable que la funcio´n de onda a t = 0, sea
proporcional a una solucio´n del continuo de dos cuerpos electro´n-nu´cleo, multiplicada
por un factor de distorsio´n, que tenga en cuenta las restantes interacciones.
En el modelo C3 para la funcio´n de onda final del me´todo CDW , propuesto por
4Concepto definido en el cap´ıtulo 1.
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Garibotti y Miraglia [44], se propone una solucio´n de tipo:
〈rP , rN
∣∣p−β 〉 ≈ ΨC3 = ei(kj ·rj+Kj ·Rj)(2pi)3 ∏
j=T,P,N
Γ(1− iνj) e−piνj/2 1F1(iνj; 1;−ikjrj − ikj · rj)
=
ei(kj ·rj+Kj ·Rj)
(2pi)3
∏
j=T,P,N
D−(νj,kj, rj) , (3.6)
donde νj son los para´metros de Sommerfeld, definidos por:
νT = −mTZT/kT νP = −mPZP/kP νN = mNZPZT/kN ,
y Γ es la funcio´n Gamma.
En la solucio´n 3.6 introdujimos los factores de distorsio´n coulombianos D, definidos
como:
D±(ν,k, r) = N±(ν)1F1(∓iν, 1,±ikr − ik · r) ,
donde 1F1 es una funcio´n hipergeome´trica confluente de primer tipo que cumple la
siguiente identidad:
1F
∗
1 (a, b, z) = 1F1(a
∗, b∗, z∗) , (3.7)
. y N es el denominado factor de Coulomb, dado por:
N±(ν) = Γ(1± iν)e−piν/2 , (3.8)
Debido a que Γ∗(z) = Γ(z∗), el mismo posee la siguiente propiedad:
(
N±(ν)
)∗
= N∓(ν) . (3.9)
A partir de 3.9 y 3.7, los factores de distorsio´n coulombianos cumplen:
D∓∗(ν,k, r) = D±(ν,−k, r) .
3.2.3. Elemento de matriz
Partiendo de las ecuaciones 3.5 y 3.6, y teniendo en cuenta que el potencial de canal
del estado inicial es:
VT = V − VT = VP + VN ,
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el elemento de matriz en su versio´n prior adquiere la siguiente expresio´n:
tif = 〈ψC3|VP + VN |ψi〉 (3.10)
= 〈ψC3|VP |ψi〉+ 〈ψC3|VN |ψi〉 (3.11)
= tP + tN , (3.12)
donde tP y tN , son los elementos de matriz correspondientes a la interaccio´n electro´n-
proyectil y proyectil-blanco, respectivamente.
El elemento de matriz tP se puede expresar como:
tP =
∫ ∫
drPdrT
e−i(kT ·rT+KT ·RT )
(2pi)3
∏
j=T,P,N
D−∗(νj,kj, rj)
(
−ZP
rP
)
eiµTv·RTϕ(rT )
= − ZP
(2pi)3
∫ ∫
drPdrT e
−i(kT ·rT+(KT−µTv)·RT )
×
∏
j=T,P,N
D+(νj,−kj, rj)
(
1
rP
)
ϕ(rT ) . (3.13)
Teniendo en cuenta la siguiente relacio´n que cumplen las coordenadas de Jacobi:
RT =
mT
m
rT − rP ,
y definiendo el momento transferido Q, el cual es la diferencia entre el momento inicial
y final del proyectil, en este caso:
Q = µTv −KT ,
podemos expresar el factor exponencial que aparece en el integrando en 3.13 de la
siguiente manera:
kT · rT + (KT − µTv) ·RT = kT · rT −Q ·
(mT
m
rT − rP
)
=
(
−mT
m
Q + kT
)
· rT + Q · rP .
De este modo, la integral 3.13 queda expresada como:
tP = − ZP
(2pi)3
∫
drP
e−iQ·rP
rP
D+(νP ,−kP , rP )
×
∫
drT e
i(mTm Q−kT )·rTD+(νT ,−kT , rT )D+(νN ,−kN , rN)ϕ(rT ) .
Debido a la definicio´n de los momentos de Jacobi, podemos deducir la siguiente iden-
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tidad:
rT − rP = rN .
A partir de esta identidad, extrayendo de la integral los factores de Coulomb debido
a que no tienen dependencia espacial, y utilizando la forma expl´ıcita de la funcio´n de
onda incial, llegamos a:
tP = − ZP
(2pi)9/2
(
Z3T
pi
)1/2 ∏
j=T,P,N
N+(νj)
∫
drP
e−iQ·rP
rP
1F1(−iνP ; 1; i(kP rP + kP · rP ))
×
∫
drT e
i(mTm Q−kT )·rT e−ZT rT 1F1(−iνT ; 1; i(kT rT + kT · rT ))
×1F1(−iνN ; 1; i(kN |rT − rP |+ kN · (rT − rP ))) . (3.14)
De manera similar, se puede obtener para el elemento de matriz tN la siguiente expre-
sio´n:
tN =
ZPZT
(2pi)9/2
(
Z3T
pi
)1/2 ∏
j=T,P,N
N+(νj)
∫
drN
eiQ·rN
rN
1F1(−iνN ; 1; i(kNrN + kN · rN))
×
∫
drT e
−i
(
mT
MT
Q+kT
)
·rT e−ZT rT 1F1(−iνT ; 1; i(kT rT + kT · rT ))
×1F1(−iνP ; 1; i(kP |rT − rN |+ kP · (rT − rN))) . (3.15)
3.2.4. Elemento de matriz reducido
Como ya mencionamos, y se puede notar de 3.14 y 3.15, los factores de Coulomb no
se involucran en la integracio´n correspondiente al ca´lculo de los elementos de matriz,
por lo tanto en ciertos ana´lisis los mismos pueden ser tomados en cuenta por separado
sin perder generalidad. De hecho, debido a que el factor:
N+tot =
∏
j=T,P,N
N+(νj) , (3.16)
es comu´n a las ecuaciones 3.14 y 3.15, se puede definir un elemento de matriz reducido
t˜if , como:
tif = t˜if
∏
j=T,P,N
N+(νj) , (3.17)
forma que sera´ de utilidad la pro´xima seccio´n.
3.3. Resultados mediante el me´todo CDW
En los cap´ıtulos 1 y 2, desarrollamos un tratamiento cla´sico de las colisiones ato´mi-
cas. E´ste permite un ana´lisis cualitativo de algunos mecanismos de colisio´n, e incluso en
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cierto rango de energ´ıas puede dar buenas predicciones experimentales. Sin embargo,
la descripcio´n teo´rica ma´s completa disponible sera´ aquella dada por la teor´ıa cua´ntica,
la cual desarrollamos en el presente cap´ıtulo.
En esta seccio´n investigaremos las estructuras que aparecen en la seccio´n eficaz de
ionizacio´n de H, mediante ca´lculos cua´nticos. Al igual que en el cap´ıtulo 2, analizaremos
una colisio´n para una energ´ıa de impacto del positro´n de 100 eV . Este ana´lisis nos
permitira´ hacer una comparacio´n entre las estructuras presentes en uno y otro caso.
Si bien expondremos resultados para el caso de la colisio´n con H, este estudio es muy
similar al caso de la colisio´n con hidro´geno molecular (H2), ya que se modela a ambas
part´ıculas como a´tomos hidrogenoides (ver seccio´n 1.1). Por lo tanto, las diferencias en
el tratamiento de ambos provienen de sus distintas energ´ıas de ionizacio´n, las cuales
por cierto son muy pro´ximas (i = 13.6 eV para el H y i = 15.4 eV para el H2), y en
que en el ca´lculo de la seccio´n eficaz de H2 la misma se debe multiplicar por 2 debido a
la aproximacio´n de electrones activos vista en 1.1. Esto u´ltimo se debe simplemente a
que en el caso del H2 consideramos a cada centro dispersor hidroge´nico como un a´tomo
independiente.
3.3.1. Resultados para una energ´ıa de 100 eV
En la figura 3.1 se muestra el elemento de matriz de ionizacio´n 5 en espacio energ´ıa-
a´ngulo final del electro´n para la colisio´n positro´n-H (en geometr´ıa colineal). All´ı pode-
mos identificar ciertas estructuras ya presentes en el ana´lisis cla´sico de la seccio´n 2.3.1.
El l´ımite cinema´tico a energ´ıa Emax es ide´ntico al del caso cla´sico, lo cual se aprecia
en esta figura debido a la abrupta disminucio´n de |tif |2 al aproximarnos a esta energ´ıa,
luego de la cual se anula. Para E ≈ Emax/2 podemos observar un ma´ximo denominado
pico de captura al continuo ECC [6, 29, 40], el cual se presenta tambie´n en el caso
cla´sico, como vimos en la seccio´n 2.3.1.
Las principales caracter´ısticas del pico ECC en el espacio de momentos tanto del
electro´n, como del ion en retroceso han sido investigadas teo´rica [7, 8] y experimental-
mente [45]. E´ste fue descrito primeramente para impacto de iones [39] como un ma´ximo
debido a la captura de un electro´n del blanco por parte del proyectil a un estado del
continuo del mismo. Como el electro´n es emitido con una velocidad pro´xima a la del
proyectil, e´ste produce una fuerte distorsio´n de su funcio´n de onda, de manera tal
que ya no puede ser descrita adecuadamente por una onda plana, sino por una onda
coulombiana del continuo, lo cual da lugar a una divergencia de tipo 1/|vP − ve| en el
elemento de matriz [46], siendo ve y vP las velocidades del electro´n y el proyectil en el
estado final.
Cuando el proyectil es pesado, e´ste no desv´ıa casi su trayectoria al colisionar, y
5Ver ecuacio´n 3.2.
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Figura 3.1: Mo´dulo cuadrado de la amplitud del elemento de matriz |tif |2 para la ionizacio´n
de un a´tomo de hidro´geno por impacto de un positro´n de 100 eV. Las condiciones esta´n fijadas
en una configuracio´n de geometr´ıa colineal, discutida en la seccio´n 1.8. E/Emax es la energ´ıa del
electro´n E normalizada por la ma´xima energ´ıa que puede adquirir Emax, y θ su a´ngulo de salida
respecto de la direccio´n de incidencia del positro´n.
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por lo tanto esta estructura se presenta como un pico agudo en la velocidad inicial del
mismo. En el caso del impacto por positrones, como la cantidad de movimiento que le
transfiere al nu´cleo es muy pequen˜a6, electro´n y positro´n comparten en partes iguales
casi la totalidad de la energ´ıa ma´xima disponible Emax ≈ v2/2−2i, debido a que poseen
igual masa. E´sta es la razo´n de que este pico aparezca ’desparramado’ radialmente, ya
que la condicio´n |vP − ve| = 0 se cumple en un c´ırculo de radio ve ≈ kmax/
√
2.
Para una energ´ıa E ≈ 0 se observa un ma´ximo en la seccio´n eficaz debido a los
denominados electrones lentos (SE), cuyo origen es el mismo que el del pico ECC. Es
decir, es debido a la interaccio´n coulombiana en el estado final, pero en este caso del
electro´n con el nu´cleo.
Adema´s de las estructuras mencionadas, podemos ver un mı´nimo en la seccio´n
eficaz, para una energ´ıa E/Emax ≈ 0.3 y un a´ngulo θ ≈ 0.4. En la seccio´n 2.3.2, intro-
dujimos el mecanismo de Thomas, el cual es un proceso que consiste en dos colisiones
binarias para las cuales las part´ıculas terminan con el mismo momento. A su vez, debi-
do a que hay dos procesos diferentes que pueden contribuir al mismo a´ngulo y momento
final del electro´n (ver figura 2.9), los mismos podr´ıan interferir en el caso cua´ntico, dan-
do lugar a un mı´nimo en lugar de un ma´ximo. No obstante, este mecanismo predice un
ma´ximo para una energ´ıa E/Emax ≈ 0.5 y un a´ngulo θ ≈ 0.8. Por lo tanto, no es una
explicacio´n satisfactoria para la presencia de esta estructura. En la pro´xima seccio´n
intentaremos dar una explicacio´n a la misma, por medio de otro mecanismo cla´sico de
colisio´n.
3.3.2. Electrones de ensilladura
De manera similar a como hicimos en la seccio´n 1.8, para explicar el mecanismo
de Thomas, se puede proponer otro mecanismo cla´sico de doble colisio´n binaria para
explicar el mı´nimo presente en la figura 3.1.
En el mismo, luego de la colisio´n, el electro´n tiende a ubicarse en el punto silla[47]
del potencial electrosta´tico originado por el nu´cleo y el positro´n, como se muestra es-
quema´ticamente en la figura 3.2. All´ı mostramos en un mismo gra´fico tanto la forma del
potencial electrosta´tico como las part´ıculas intervinientes, y vectores que representan
las fuerzas electrosta´ticas en la direccio´n de escape debidas a las cargas positivas de
igual magnitud equidistantes al electro´n, lo cual garantiza el equilibrio inestable de tal
punto en dicha direccio´n, y estable en la direccio´n perpendicular.
Sea r0 el punto de equilibrio electrosta´tico entre las fuerzas ejercidas por el po-
sitro´n y el nu´cleo sobre el electro´n, podemos expresar matema´ticamente la condicio´n
6Debido a que la masa del nu´cleo es ma´s de tres o´rdenes de magnitud mayor que la del positro´n y
el electro´n.
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Figura 3.2: Mecanismo doble binario de electrones de ensilladura. El electro´n (rojo) se ubica
equidistante tanto al positro´n (verde) como al nu´cleo (azul). La fuerza electrosta´tica en el punto
medio entre las posiciones del positro´n y el nu´cleo se halla un punto de equilibrio inestable en la
direccio´n positro´n-nu´cleo, e inestable en la direccio´n perpendicular a e´sta.
correspondiente a los electrones de ensilladura como:
1
|r0 −R|2 −
1
|r0 −RR|2 = 0 . (3.18)
Si tenemos en cuenta que asinto´ticamente las part´ıculas se desplazan con movimiento
uniforme, la ecuacio´n (3.18) queda:
|k0 −K|2 = |k0 − KR
MT
|2
Por lo tanto, si despreciamos los te´rminos de orden 1/MT y 1/M
2
T (MT ≈ 1836),
llegamos a la condicio´n k0 = K/2. Si reemplazamos este resultado en la ecuacio´n 2.9,
llegamos a:
k0 =
√
v2 − 2i
5
,
que corresponde a una energ´ıa:
E0 =
Emax
5
.
Por otra parte, el a´ngulo correspondiente a este mecanismo sera´:
θ0 = cos
−1 4v
2 + 3i
2
√
5v
√
v2 − 2i
= 0.42
De esta manera vemos que el a´ngulo al que se produce este mecanismo esta´ de acuerdo
con el encontrado con el ca´lculo cua´ntico, sin embargo para la energ´ıa predicha por
el mismo la coincidencia es menor. Adema´s, en los resultados nume´ricos obtenidos
en el caso cla´sico no se pudo observar ninguna estructura que evidenciara de manera
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concluyente la presencia de tal proceso de colisio´n, si bien esto podr´ıa deberse a la baja
cantidad de trayectorias que quedan disponibles del ca´lculo total cuando establecemos
la condicio´n de colinealidad.
La presencia de este mı´nimo motivo´ una extensa bu´squeda bibliogra´fica que nos
hizo considerar la posibilidad de que este mı´nimo no fuera meramente tal, sino que
fuera estrictamente un cero aislado del elemento de matriz tif . Estos ceros aislados
pueden ser interpretados mediante la formulacio´n de la meca´nica cua´ntica denominada
Meca´nica de Bohm[14], que desarrollaremos en el cap´ıtulo 4.
Cap´ıtulo 4
Meca´nica Bohmiana
4.1. Introduccio´n
La denominada Interpretacio´n de Copenhague de la meca´nica cua´ntica, es una con-
vencio´n para interpretar los resultados matema´ticos que se obtienen a partir de la
misma. Fue desarrollada principalmente entre los an˜os 1925 y 1927 por cient´ıficos que
hicieron grandes contribuciones teo´ricas en el campo, entre ellos los ma´s destacados
fueron Niels Bohr, Max Born y Werner Heisenberg.
En esta interpretacio´n, se da un significado puramente estad´ıstico a la funcio´n de
onda que se obtiene a partir de la ecuacio´n de Schro¨dinger, lo cual se encuentra en con-
cordancia con los resultados experimentales. Por ejemplo, un patro´n de interferencias
en una pantalla resultado de un experimento de colisio´n se considera originado a partir
de una serie de eventos aleatorios, y el mo´dulo cuadrado de la funcio´n de onda predice
correctamente en do´nde se encontrara´ con ma´s probabilidad una part´ıcula luego de una
coleccio´n de eventos.
Si bien esta interpretacio´n probabil´ıstica que confiere un significado estad´ıstico a la
funcio´n de onda es adecuada para describir resultados experimentales, esto no excluye
que la funcio´n de onda pueda poseer otras propiedades conectadas con el proceso de
colisio´n. De esta manera, ma´s alla´ de establecer un algoritmo para correlacionar de
manera eficiente los resultados estad´ısticos del experimento, se podr´ıa postular que
la distribucio´n caracter´ıstica de puntos en una pantalla son la evidencia de co´mo las
part´ıculas son guiadas de manera que estad´ısticamente terminan generando un patro´n.
La teor´ıa cua´ntica, denominada por algunos autores como Meca´nica de Bohm [14,
48], nos permite entender los resultados experimentales principalmente en te´rminos de
una serie de eventos individuales originados de manera causal por medio de la funcio´n de
onda. En esta teor´ıa, la probabilidad es introducida como una propiedad secundaria de
esta coleccio´n de eventos causales. Esta formulacio´n de la meca´nica cua´ntica tambie´n
utiliza la ecuacio´n de Schro¨dinger, por lo tanto los resultados matema´ticos que se
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obtienen a partir de ella son ide´nticos a los que se obtienen dentro de la interpretacio´n
de Copenhague. El elemento adicional que se introduce es una part´ıcula que, al igual
que en la meca´nica cla´sica, posee una trayectoria definida y continua en el espacio
y el tiempo. Haciendo una analog´ıa cla´sica se puede pensar que las part´ıculas son
’empujadas’ por la onda, si bien esta fuerza no es de la misma naturaleza que las
fuerzas meca´nicas.
4.2. Formulacio´n matema´tica
Como mencionamos en la seccio´n anterior, la meca´nica bohmiana parte tambie´n
de la ecuacio´n de Schro¨dinger, la cual para un sistema de una part´ıcula de masa m y
posicio´n r, en un potencial real V (r, t), como:(
−∇
2
2m
+ V (r, t)
)
ψ(r, t) = i
∂ψ(r, t)
∂t
. (4.1)
Si definimos la densidad de probabilidad ρ = ψ ψ∗ y utilizamos la ecuacio´n 4.1, obte-
nemos la denominada ecuacio´n de continuidad:
∂ρ
∂t
+∇. (ρu) = 0 ,
donde hemos omitido la dependencia en r y t por simplicidad, y hemos definido un
campo de velocidades:
u =
1
m
Im
[∇ψ
ψ
]
, (4.2)
Este campo es central en la meca´nica de Bohm. A partir de e´l, se establece la ecuacio´n
que la distingue de la meca´nica cua´ntica en la interpretacio´n de Copenhague:
r˙ = u (r, t) . (4.3)
Es decir, el campo de velocidades determina en cada punto del espacio y a cada tiempo
la velocidad de una part´ıcula cuya funcio´n de onda obedece 4.1. Este hecho convierte
a la meca´nica de Bohm en una teor´ıa causal, ya que las part´ıculas esta´n dotadas de
una trayectoria determinada por las condiciones iniciales y dicho campo de velocidades.
Esto no significa, sin embargo, que los resultados de esta teor´ıa difieran de los de la
interpretacio´n de Copenhague ya que comparten la misma base matema´tica que es la
ecuacio´n de Schro¨dinger.
Es importante destacar que esta teor´ıa se puede expresar en una forma matema´tica
similar a la teor´ıa de Hamilton-Jacobi de la meca´nica cla´sica, excepto por un te´rmino,
el cual posibilita la aparicio´n de feno´menos cua´nticos. En la teor´ıa de Hamilton-Jacobi,
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el comportamiento del sistema viene dado por la siguiente ecuacio´n homo´nima:
∂S
∂t
+ V +
1
2m
(∇S)2 = 0 , (4.4)
y la siguiente Ecuacio´n de Continuidad:
∂ρ
∂t
+
1
m
∇. (ρ∇S) = 0 ,
donde hemos utilizado la notacio´n: (∇S)2 = ∇S.∇S. La cantidad S es denominada
accio´n. La misma determina la trayectoria de las part´ıculas:
r˙ =
∇S
m
,
a partir de la posicio´n inicial r0 = r (0).
A fin de formular la ecuacio´n de Schro¨dinger de una manera similar, debemos
expresar la funcio´n de onda en su forma polar1:
ψ = ReiS . (4.5)
Luego introducimos la funcio´n de onda escrita de esta forma en la ecuacio´n del Schro¨din-
ger dependiente del tiempo (4.1):[(
−i ∂
∂t
+
∂S
∂t
)
− 1
2m
∇2 + V + 1
2m
(∇S)2
]
R = 0 . (4.6)
Tomando las partes real e imaginaria de la ecuacio´n 4.6, obtenemos:
∂S
∂t
− 1
2m
∇2R
R
+ V +
1
2m
(∇S)2 = 0 (4.7)
∂ρ
∂t
+
1
m
∇. (ρ∇S) = 0 ,
donde ρ (r, t) = R2 (r, t) . Podemos notar que la ecuacio´n 4.7 es similar a la ecuacio´n de
Hamilton-Jacobi de un sistema cla´sico, excepto por un te´rmino, denominado Potencial
Cua´ntico:
VQ (r, t) = − 1
2m
∇ρ1/2
ρ1/2
,
ya que la presencia del mismo es la que da origen a feno´menos propios de la meca´nica
cua´ntica como el efecto tu´nel o la interferencia en el experimento de doble rendija
[42]. Para continuar con nuestra analog´ıa cua´ntica de la teor´ıa de Hamilton-Jacobi,
1Debido a lo cual se la suele denominar tambie´n como fase.
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definimos un campo vectorial:
u (r, t) =
∇S
m
, (4.8)
el cual es ide´ntico al campo de velocidades 4.2 introducido anteriormente y que permite
calcular un ’ensamble’ de trayectorias.
La descripcio´n de ciertos procesos cua´nticos es ma´s sencilla y natural a partir de
este desarrollo similar al de sistemas dina´micos, tal como describiremos en la pro´xima
seccio´n.
Es importante destacar adema´s que es posible realizar la deduccio´n hecha en es-
ta seccio´n en sentido inverso, y describir la ecuacio´n de Schro¨dinger a partir de una
ecuacio´n de Hamilton-Jacobi con un potencial dependiente de la densidad, tal como
hicieron Madelung [49], y Takabayashi [50]. Ellos plantearon el desarrollo en base a una
descripcio´n de fluidos, la cual dejamos en el ape´ndice B para su consulta.
4.3. Algunas nociones ba´sicas de la Teor´ıa de Sis-
temas Dina´micos
La evolucio´n de un sistema se puede describir con dos enfoques: el lagrangiano y el
euleriano. En el enfoque lagrangiano uno se concentra en la historia de una part´ıcula
del ensamble que en el instante t = 0 se encontraba en la posicio´n r0. De este modo,
se describe su movimiento a lo largo de la trayectoria r(r0, t), donde r0 = r(r0, 0).
En el enfoque euleriano, uno se interesa por el movimiento de las part´ıculas del
ensamble en una posicio´n r a un tiempo t, y no por el movimiento individual de las
part´ıculas que lo componen. Nosotros vamos a describir al ensamble en esta seccio´n
con el enfoque euleriano.
4.3.1. L´ıneas de corriente
Las curvas instanta´neas tangentes a la direccio´n del campo de velocidades 4.8 son
denominadas l´ıneas de corriente.
Sea ds = (dx, dy, dz) un elemento de arco a lo largo de una l´ınea de corriente y
u = (ux, uy, uz), el vector de velocidad local. Luego, por definicio´n:
dx
ux
=
dy
uy
=
dz
uz
.
Lo cual corresponde a:
u× ds = 0 .
En casos no estacionarios, estas l´ıneas de corriente var´ıan con el tiempo, y las trayec-
4.3 Algunas nociones ba´sicas de la Teor´ıa de Sistemas Dina´micos 47
u x
u y
dx
dy
u
ds
x
y
z
línea de corriente
Figura 4.1: L´ınea de corriente.
torias no coincidir´ıan con las mismas. So´lo en casos estacionarios ambas son ide´nticas.
4.3.2. Vorticidad y Circulacio´n
Se define el vector vorticidad asociado al campo de velocidades como:
ω = ∇× u .
Estrechamente relacionado al concepto de vorticidad esta´ el de circulacio´n, que se define
como la integral de l´ınea de la componente tangencial de la velocidad:
Γ ≡
∮
C
u.ds , (4.9)
donde ds es un elemento diferencial del contorno cerrado C2.
Utilizando ahora el Teorema de Stokes [51]:∮
C
u.ds =
∫
W
(∇× u) .dW , (4.10)
donde W es el a´rea encerrada por C, obtenemos:
Γ =
∫
W
ω.dW (4.11)
Por lo tanto la vorticidad en un punto se puede interpretar como la circulacio´n por
unidad de a´rea.
Como en el problema bajo estudio el campo de velocidades esta´ dado por el gra-
2El c´ırculo en la integral es una notacio´n que indica que el contorno es cerrado
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diente de una funcio´n escalar S, entonces:
ω = 0 .
Por lo tanto el flujo asociado al ensamble de part´ıculas de un sistema cua´ntico es
irrotacional. Y en consecuencia la circulacio´n alrededor de cualquier circuito cerrado
es nula excepto en ciertos casos que veremos a continuacio´n.
4.4. Vo´rtices tipo cuerpo r´ıgido, e irrotacional
Los flujos que se desarrollan en l´ıneas de corriente circulares se denominan vo´rtices
(del ingle´s vortex flows). De ellos se pueden destacar dos tipos principales, aque´l con
rotacio´n tipo cuerpo r´ıgido y el vo´rtice irrotacional.
Un ejemplo del primero esta´ dado por una velocidad tangencial proporcional al
radio con respecto al origen de las l´ıneas de corriente. El campo de velocidades de un
flujo de este tipo, en coordenadas cil´ındricas, tiene la siguiente expresio´n:
uθ =
ωr
2
, ur = 0, uz = 0 ,
donde ω es una constante La circulacio´n alrededor de un contorno de radio r en este
fluido sera´:
Γ =
∫
u.ds =
∫ 2pi
0
uθrdθ = 2piruθ = 2pir
2ω0 ,
lo cual muesta que la circulacio´n es la vorticidad ω multiplicada por el a´rea.
Un ejemplo del segundo esta´ dado por un campo de velocidades tangencial e inver-
samente proporcional al radio de las l´ıneas de corriente:
uθ =
C
r
, ur = 0, uz = 0 . (4.12)
Alrededor de un contorno de radio r, la circulacio´n sera´:
Γ =
∫ 2pi
0
uθrdθ = 2piC .
Lo que muestra que la circulacio´n es constante e independiente del radio. De hecho este
es el valor de la circulacio´n de cualquier contorno que encierre al origen, y se puede
demostrar que sera´ cero para cualquier otro contorno que no lo contenga. De la ecuacio´n
4.11 podemos deducir ciertas caracter´ısticas de este tipo de flujo para un contorno que
encierre el eje z. Mediante un proceso de l´ımite, si evaluamos Γ para W → 0, vemos
que para un infinite´simo de a´rea δW cercano al origen, el producto ω.δW debe ser
finito, lo cual implica que la vorticidad ω debe diverger all´ı, mientras que en el resto
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del fluido ω = 0.
4.4.1. Vo´rtices cua´nticos
Teniendo en cuenta las consideraciones hechas en la seccio´n anterior, la presencia
de vo´rtices no es incompatible con el cara´cter irrotacional del campo de velocidades
asociado a un sistema cua´ntico, siempre que estos vo´rtices sean irrotacionales. Debido
a esto, si consideramos un campo de velocidades como el de la ecuacio´n 4.12, podemos
calcular la fase S a partir de u = ∇S/m, obteniendo:
S = S0 +mCθ
De esta manera, al recorrer un contorno alrededor del vo´rtice , la fase habra´ variado en
una cantidad mC2pi. Ahora, debido a que la funcio´n de onda ψ = ReiS es univaluada,
entonces mC debe ser un nu´mero entero n.Esto significa que la circulacio´n esta´ tambie´n
cuantizada como:
Γ =
∮
C
u.ds =
2pin
m
. (4.13)
Por este mismo motivo vemos que la fase no esta´ definida sobre el vo´rtice, y por lo
tanto la funcio´n de onda debe anularse sobre el mismo. En otras palabras, los vo´rtices
irrotacionales son nodos de la funcio´n de onda.
Debido a que ψ es una funcio´n compleja, se deben cumplir dos condiciones para
que se anule, la anulacio´n de sus partes real e imaginaria, lo cual implica que si la
funcio´n de onda corresponde a un sistema con D grados de libertad, el vo´rtice cua´ntico
sera´ un objeto de dimensio´n D − 2. Adema´s, como hicimos notar en la seccio´n 4.4,
en un fluido irrotacional se conserva la vorticidad, es decir, si inicialmente no existen
vo´rtices, es de esperar que al aparecer nuevos vo´rtices, los mismos se originen de a pares
de circulacio´n opuesta e igual intensidad. En la pro´xima seccio´n veremos un ejemplo
sencillo que permitira´ analizar algunas de las caracter´ısticas de los vo´rtices cua´nticos
descritas en esta seccio´n.
4.4.2. Vo´rtices cua´nticos en el a´tomo de hidro´geno
El ejemplo ma´s sencillo que se puede dar respecto de vo´rtices cua´nticos los estados
estacionarios del a´tomo de hidro´geno, el cual consta de un proto´n y un electro´n que
interactu´an mediante un potencial coulombiano, el cual es independiente del tiempo y
so´lo depende de la distancia r entre electro´n y proto´n. La ecuacio´n de Schro¨dinger de
este problema es: [
− 1
2µ
∇2 + V (r)
]
ψ (r, t) = i
dψ(r, t)
dt
,
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donde µ es la masa reducida del sistema electro´n-proto´n. En este caso, se propone para
ψ (r, t) una solucio´n a variables separables de tipo:
ψ (r, t) = Ψ (r) e−iEt
Donde la funcio´n Ψ (r) es una solucio´n de la ecuacio´n diferencial:[
− 1
2m
∇2 + V (r)
]
Ψ (r, t) = EΨ (r) , (4.14)
y E representa la energ´ıa del estado u (r). En coordenadas esfe´ricas, el operador ∇2 se
expresa como:
∇2 = 1
r2
∂
∂r
(
r2
∂
∂r
)
− 1
r2 sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂
∂θ
)
+
1
r2 sin2 θ
∂2
∂φ2
,
donde θ y φ son los a´ngulos polar y acimutal,respectivamente. La solucio´n de la ecuacio´n
4.14 es:
Ψ (r, θ, φ) = Gηλ (r) e
iγφP γλ (cos θ) ,
donde Gηλ (r) es la parte radial, la cual no describiremos en detalle debido a que no
es relevante para el presente desarrollo, y P γλ (cos θ) son los polinomios asociados de
Legendre. Los ı´ndices (η, λ, γ), son denominados nu´meros cua´nticos3 y determinan la
forma de estas funciones. Estos ı´ndices pueden tomar los siguientes valores:
η = 0, 1, 2, ...
λ = 0, 1, 2, ..., η − 1
γ = −λ,−(λ− 1), ...,−1, 0, 1, ..., (λ− 1), λ .
Los polinomios asociados de Legendre se anulan sobre el eje z para γ 6= 0. Debido a
que estas funciones describen un sistema con tres grados de libertad, se espera que este
eje represente una l´ınea de vorticidad, lo cual se puede confirmar calculando el campo
de velocidades, el cual adopta la siguiente forma:
u =
Im
µ
[∇ψ
ψ
]
= γφˆ ,
donde φˆ es un versor unitario cuya expresio´n en coordenadas cartesianas es la siguiente:
φˆ = − sinφxˆ+ cosφyˆ .
3En la literatura se suele denominar a estos nu´meros como (n, l, m), pero debido a que hemos
utilizado esos ı´ndices para otras cantidades, los expresaremos de esta manera para evitar confusiones
en la notacio´n.
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Figura 4.2: Densidad de probabilidad para η = 3, λ = 2 y γ = 0, 1, 2.
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Figura 4.3: Campo de velocidades para η = 3, λ = 2 y γ = 0, 1, 2.
De esta manera, la circulacio´n Γ del campo de velocidades para el a´tomo de hidro´geno
es:
Γ =
2piγ .
µ
En la figura 4.2, vemos la densidad de probabilidad para un estado con η = 3, λ = 2, y
tres valores distintos para el restante nu´mero cua´ntico: γ = 0, 1, 2. En la figura 4.3 se
representa el campo de velocidades para estos estados. Se puede ver en estos ejemplos
que para el estado con γ = 0 la funcio´n de onda no se anula sobre el eje z, y que
su campo de velocidades es nulo en todo el espacio, mientras que para los estados
con γ = 1, 2, la funcio´n de onda se anula sobre el eje z, y por lo tanto el campo de
velocidades alrededor del mismo presenta una estructura tipo vo´rtice cua´ntico. Adema´s,
el campo de velocidades para γ = 2 tiene una intensidad del doble que para γ = 1, y
por lo tanto su circulacio´n sera´ del doble tambie´n.
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4.4.3. Vo´rtices cua´nticos y momento angular
Podemos establecer una relacio´n entre vorticidad y momento angular. Una part´ıcula
cuya posicio´n es r y su momento p, posee un momento angular L:
L = r× p .
En la meca´nica cua´ntica podemos definir ana´logamente un operador momento angular
a partir del operador momento pˆ, como:
Lˆ = r× pˆ .
La componente z del momento angular Lz en coordenadas cil´ındricas es:
Lˆz = −i ∂
∂φ
zˆ ,
donde zˆ es un versor unitario en la direccio´n z. El valor de expectacio´n Lz de este
operador para los orbitales del a´tomo de hidro´geno sera´ por tanto:
Lz = γ = µ
Γ
2pi
(4.15)
Lo cual permite inferir cierta relacio´n entre la circulacio´n y la componente z del mo-
mento angular , si bien Lz esta´ definido globalmente, y Γ se puede determinar de
manera local. Por lo tanto, la aparicio´n de vo´rtices cua´nticos de a pares de circulacio´n
opuesta, puede ser interpretado tambie´n como una consecuencia de la conservacio´n de
la componente z del momento angular.
Cap´ıtulo 5
Vo´rtices cua´nticos en reacciones
positro´nicas
En este cap´ıtulo nos dispondremos a analizar la posibilidad de encontrar estructuras
denominadas vo´rtices cua´nticos, las cuales fueron descritas en el cap´ıtulo 4, en base a
la meca´nica Bohmiana, all´ı desarrollada. Esto nos permitira´ interpretar de manera ma´s
profunda los resultados obtenidos en el cap´ıtulo 3, en donde se encontro´ un mı´nimo
muy pronunciado en la seccio´n eficaz, para el cual no se pudo encontrar una explicacio´n
sencilla.
Si bien la presencia de vo´rtices cua´nticos en secciones eficaces de colisio´n ha si-
do probada y estudiada[15, 16, 52–55], la misma no fue desarrollada para reacciones
positro´nicas, lo cual constituye un gran est´ımulo para investigar esta posibilidad.
Debido a que la teor´ıa que vimos en el cap´ıtulo 4, fue desarrollada para la funcio´n
de ondas, mientras que en el campo de las colisiones ato´micas nos interesa el ca´lculo
de secciones eficaces, establecemos primero la relacio´n entre ambas, lo cual es posible
gracias a un teorema que determina el comportamiento asinto´tico de la funcio´n de
ondas a tiempos grandes [52, 55, 56].
Luego, por medio del estudio sistema´tico del elemento de matriz de transicio´n tif
(ver cap´ıtulo 3) para la ionizacio´n positro´n-hidro´geno ato´mico (H) en una geometr´ıa
colineal, descubrimos la presencia de tres ceros aislados a energ´ıas de impacto inter-
medias 1. Demostramos que esos ceros representan de hecho vo´rtices en el campo de
velocidades asociado a tif (ver ecuaciones 3.2 y5.8). Uno de estos vo´rtices muestra es-
tar relacionado a un profundo mı´nimo observado por Brauner y Briggs en 1991 [41]
a energ´ıas de impacto extremadamente altas, donde la seccio´n eficaz diferencial com-
pleta (FDCS) correspondiente era demasiado pequen˜a para ser experimentalmente
accesible. Aqu´ı elucidamos que e´ste puede estar au´n presente a energ´ıas de impacto
1En colisiones positro´n-blanco, se consideran bajas energ´ıas a energ´ıas de algunos pocos mu´ltiplos
de la primera energ´ıa de ionizacio´n del blanco, y altas energ´ıas a energ´ıas del orden de los kilo-
electronvoltios.
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mucho ma´s bajas, siendo por lo tanto factible de ser investigado experimentalmente.
Adema´s, descubrimos que este vo´rtice esta´ emparentado con uno de circulacio´n opues-
ta, en acuerdo con uno de los escenarios para su emergencia. Estudiamos la ubicacio´n
de estos vo´rtices y encontramos que estos parecen estar localizados en, emerger de,
o moverse hacia puntos espec´ıficos, que en el l´ımite de altas energ´ıas 2 coinciden con
mecanismos cla´sicos, algunos de los cuales fueron descritos en los cap´ıtulos 1 y 2. Fi-
nalmente, pudimos observar la estructura de los vo´rtices cua´nticos cuando relajamos
la condicio´n de colinealidad.
5.1. Teorema Imagen
Tanto la meca´nica bohmiana, como la formulacio´n de Copenhague de la meca´nica
cua´ntica, parten de la ecuacio´n de Schro¨dinger dependiente del tiempo (ecuacio´n 4.1),
cuyo dominio es el espacio de configuraciones y el tiempo. Sin embargo, debido a que en
los problemas de colisiones ato´micas uno esta´ interesado en calcular secciones eficaces,
uno debe establecer un nexo entre la funcio´n de ondas y la distribucio´n de momentos
de las part´ıculas en el l´ımite de tiempos grandes (t→∞).
Para obtener esta relacio´n, la cual fue desarrollada por Macek [52, 55] y Dollard
[56], se considera que luego de la colisio´n, una part´ıcula dispersada por un potencial
tendera´ a moverse asinto´ticamente en una trayectoria rectil´ınea. Es decir:
r ≈ kt/m , (5.1)
donde r es la posicio´n de la part´ıcula dispersada por un centro de fuerzas, m es su masa
y k su momento. En ambos planteos, se considera que la evolucio´n a tiempos grandes
sera´ similar a la de un paquete de ondas libre.
En un problema de ionizacio´n completa, se puede estimar que las part´ıculas han
evolucionado al continuo a partir de estados ligados (como por ejemplo el electro´n y el
proto´n en el caso que estamos tratando), o de una zona de interaccio´n de dimensiones
ato´micas (como por ejemplo el positro´n que interactu´a con el nu´cleo). La evolucio´n en
el espacio de coordenadas de un paquete de ondas que proviene de una distribucio´n
tipo Delta de Dirac a t = 0, tendra´ la siguiente expresio´n:
Ψ (r, t) =
(m
it
)3/2
ei
mr.r
2t . (5.2)
Nos basaremos en esta ecuacio´n como modelo para la evolucio´n de la funcio´n de
ondas, tal como fuera adoptado en el trabajo de Macek [52, 55] .De esta manera, se
2Tambie´n conocido como l´ımite cla´sico en la teor´ıa de colisiones ato´micas, ya que para lo que
se consideran altas energ´ıas en esta rama de la f´ısica, se espera que las part´ıculas se comporten
cla´sicamente.
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puede proponer una funcio´n del tipo:
ψ (r, t) =
(m
it
)3/2
ei
mr.r
2t f (r, t) , (5.3)
donde f es una funcio´n de ondas reducida que representa el estado del sistema sobre
la frontera a partir de la cual comienza la evolucio´n libre, la cual esta´ multiplicada por
la funcio´n de ondas de un paquete que a tiempo t = 0 se encuentra concentrado en el
origen. Su transformada de Fourier sera´:
ψ˜ (k, t) =
(m
it
)3/2
(2pi)−3/2
∫
ei(
mr.r
2t
−k.r)f (r, t) dr (5.4)
=
( m
2piit
)3/2
e−i
k2t
m
∫
e
im
2t (r−ktm )
2
f (r, t) dr . (5.5)
En el l´ımite de tiempos grandes se espera que se cumpla asinto´ticamente la condicio´n
5.1, por lo tanto la fase en el integrando de la u´ltima ecuacio´n sera´ fuertemente osci-
lante. De esta manera, podemos extraer la funcio´n f de la integral en 5.5, ya que si
consideramos un desarrollo de Taylor de la misma centrado en r = kt, el producto con
una funcio´n altamente oscilante hara´ que so´lo persista el orden ma´s bajo f (kt, t) al
integrar en todo el espacio, obtenie´ndose:
ψ˜ (k, t) =
( m
2piit
)3/2
e−i
k2t
2m f (kt, t)
∫
e
im
2t (r−ktm )
2
dr .
El valor de esta u´ltima integral se puede calcular de manera exacta:∫
e
im
2t (r− kt2m)
2
dr =
(
2piit
m
)3/2
,
con lo cual la ecuacio´n 5.5, queda:
ψ˜ (k, t) = e−i
k2t
2m f (kt, t) (5.6)
=
(
it
m
)3/2
e−i
k2t
2mψ (kt, t) . (5.7)
De esta manera podemos encontrar una ecuacio´n para el elemento de matriz tif (ver
ecuacio´n 3.2), como:
|tif (k)|2 = l´ım
t→∞
(
t
m
)3
|ψ (kt, t)|2 ,
resultado que en el caso de tres part´ıculas que estamos tratando se extiende como:
|tif (k,K,KR)|2 = l´ım
t→∞
(
t
MT
)3
|ψ (kt,Kt,KRt, t)|2 . (5.8)
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5.2. Vo´rtices cua´nticos en secciones eficaces
A partir de la equivalencia establecida por 5.8, se puede definir un campo de veloci-
dades generalizado u, al igual que hicimos para la funcio´n de ondas, el cual proviene de
la formulacio´n bohmiana de la meca´nica cua´ntica desarrollada en el cap´ıtulo 4, como
[17] :
u = Im
[∇k,K,KRtif
tif
]
. (5.9)
De esta manera, teniendo en cuenta la relacio´n entre el elemento de matriz y la seccio´n
eficaz dada por la ecuacio´n 3.2, se puede postular la presencia de vo´rtices cua´nticos en
secciones eficaces de colisio´n [17, 18, 52, 55, 57, 58], y extender el estudio de los mismos
hecho previamente para su aparicio´n en la funcio´n de ondas [59, 60].
Para determinar de manera concluyente que un mı´nimo es efectivamente un cero,
para una funcio´n compleja, tanto sus partes real como imaginaria se deben anular. Esto
establece dos condiciones que debe cumplir el elemento de matriz en los vo´rtices, por lo
tanto la regio´n del espacio de momentos donde aparecera´n sera´ de una dimensio´n dos
veces menor a la del espacio de momentos que se esta´ analizando. En nuestro caso, como
estamos analizando la condicio´n de colinealidad (seccio´n 1.8), el elemento de matriz
depende de dos variables, los momentos paralelo y perpendicular del electro´n. Por lo
tanto se espera que en este espacio, un vo´rtice aparezca como un punto. Una forma
de corroborar que estamos en presencia de un cero de manera precisa, es trazando
las curvas donde se anulan las partes real e imaginaria del elemento de matriz, y luego
encontrar los puntos donde ambas se cruzan, donde estara´n localizados el o los vo´rtices.
A partir de la ecuacio´n 3.17, en donde expresamos el elemento de matriz como el
producto de un elemento de matriz reducido y el producto de tres factores de Coulomb
(ver ecuacio´n 3.8) que denominamos N+tot (ver ecuacio´n 3.16), podemos encontrar sus
partes real e imaginaria, como:
Re[tif ] = Re
[
t˜ifN
+
tot
]
= Re
[
t˜if
]
Re
[
N+tot
]− Im [t˜if] Im [N+tot]
Im[tif ] = Im
[
t˜ifN
+
tot
]
= Re[t˜if ] Im[N
+
tot] + Im[t˜if ] Re[N
+
tot] .
En la figura 5.1, se grafican las partes real e imaginaria de los factores de Coulomb3,
y se puede ver su comportamiento altamente oscilante, sobre todo para E/Emax ≈ 0 y
E/Emax ≈ 0.5, lo cual complica la graficacio´n de los ceros de las partes real e imaginaria
del elemento de matriz. Sin embargo, debido a que |Ntot| no posee ceros aislados como
3Estos factores se grafican para un a´ngulo θ = 0 porque su dependencia con el a´ngulo es pequen˜a,
por lo tanto los cortes a cualquier otro a´ngulo sera´n similares.
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Figura 5.1: Partes real(verde, izquierda) e imaginaria(rojo,derecha) del factor de Coulomb en
funcio´n de la energ´ıa del electro´n para a´ngulo θ = 0.
se ve en la figura 5.2, un cero del elemento de matriz reducido sera´ un cero del elemento
de matriz, y bastara´ con encontrar los ceros del elemento de matriz reducido.
El campo de velocidades se descompone entonces en:
u = Im
[∇tif
tif
]
= Im
[
∇ (Ntot t˜if)
Ntott˜if
]
= Im
[∇Ntot
Ntot
]
+ Im
[∇t˜if
t˜if
]
.
Donde el primer te´rmino corresponde a un campo de velocidades radial, y el segundo
sera´ el que presentara´ flujos vo´rtices, el cual denominaremos u˜, definido como:
u˜ = Im
[∇t˜if
t˜if
]
.
Para investigar la presencia de vo´rtices cua´nticos representaremos el elemento de matriz
reducido t˜if en espacio de momentos
4, como se observa en la figura 5.3. Luego en la
figura 5.4, representamos las curvas correspondientes a los ceros de las partes real
e imaginaria de t˜if . Podemos ver que en la posicio´n del mı´nimo de la figura 5.3 se
observa un cruce entre ambas curvas, por lo tanto podemos afirmar que estamos en
presencia de un cero. A su vez, en la figura 5.5 graficamos el campo de velocidades
alrededor del cero, el cual muestra las caracter´ısticas del correspondiente a un flujo
4Hacemos esta representacio´n en espacio de momentos, ya que este tipo de representacio´n es ma´s
clara en coordenadas cartesianas que en polares.
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Figura 5.2: Mo´dulo del factor de Coulomb en funcio´n de la energ´ıa del electro´n para a´ngulo
θ = 0.
Figura 5.3: Mo´dulo cuadrado de la amplitud del elemento de matriz reducido |t˜if |2 para la
ionizacio´n de un a´tomo de hidro´geno por impacto de un positro´n de 100 eV. Las condiciones
esta´n fijadas en una configuracio´n de geometr´ıa colineal discutida ma´s arriba. k|| y k⊥ son las
componentes del momento del electro´n ke paralela y perpendicular a la velocidad del positro´n,
respectivamente.
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Figura 5.4: L´ıneas correspondientes a los ceros de las partes real e imaginaria del elemento
de matriz reducido t˜if (ver texto) en una geometr´ıa colineal para la ionizacio´n de un a´tomo de
hidro´geno por impacto de un positro´n de 100 eV. k|| y k⊥ son las componentes del momento del
electro´n ke, paralela y perpendicular a la velocidad inicial del positro´n, respectivamente.
vo´rtice. Se calculo´ la circulacio´n correspondiente a este campo de velocidades (ver
ecuacio´n 4.13), cuyo valor dio Γ = 2pi, lo cual termina de confirmar la presencia del
vo´rtice y su intensidad. Una caracter´ıstica destacable de la figura 5.5 es que el campo
de velocidades es perpendicular en los cruces con las curvas correspondientes a los ceros
de las partes real e imaginaria. La explicacio´n de este feno´meno [17] se debe a que, de
manera general, si analizamos el campo de velocidades uf de una funcio´n compleja
f = Re [f ] + iIm [f ]:
uf = Im
[∇f
f
]
= Im
[
f ∗∇f
f ∗f
]
= Im
[
Re [f ]∇Re [f ]− Im [f ]∇Im [f ] + i (Re [f ]∇Im [f ] + Im [f ]∇Re [f ])
|f |2
]
=
Re [f ]∇Im [f ] + Im [f ]∇Re [f ]
|f |2 ,
donde f ∗ es el complejo conjugado y |f |2 es el mo´dulo cuadrado de la funcio´n. Vemos
que para la curva de nivel Re [f ] = 0:
uf =
Im [f ]
|f |2 ∇Re [f ] ,
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Figura 5.5: Campo de velocidades generalizado del elemento reducido de matriz t˜if (ver texto)
en una geometr´ıa colineal para la ionizacio´n de hidro´geno ato´mico por impacto de un positro´n
de 100 eV.
por lo tanto, el campo de velocidades apunta en la direccio´n del gradiente de Re [f ]
el cual es perpendicular a las curvas de nivel. Un ana´lisis similar se puede hacer para
Im [f ] = 0. De manera que podemos afirmar que uf sera´ perpendicular a las curvas
correspondientes a los ceros de la funcio´n. Esto se cumplira´ entonces tanto para la
funcio´n de ondas, el elemento de matriz o el elemento de matriz reducido.
5.3. Vo´rtices cua´nticos y su dependencia con la energ´ıa
de impacto
En 1991, Brauner y Briggs [41] descubrieron teo´ricamente un mı´nimo profundo de
alrededor de tres o´rdenes de magnitud en la FDCS para la ionizacio´n de hidro´geno
ato´mico por impacto de positrones. Ya que e´ste aparec´ıa cuando los a´ngulos de dis-
persio´n del electro´n y el positro´n estaban cerca del valor cr´ıtico de 45o respecto de
la direccio´n de incidencia del positro´n, ellos lo atribuyeron a la interferencia entre dos
procesos binarios de dispersio´n, de manera similar al mecanismo propuesto por Thomas
en 1927 [61], desarrollado en la seccio´n 2.3.2. Este efecto fue estudiado u´nicamente a
energ´ıas de impacto muy altas, entre 10 y 100 keV , a las cuales, tal como estos mismos
autores resaltaron, la FDCS es demasiado pequen˜a como para ser medida, ya que las
secciones eficaces aumentan al disminuir la energ´ıa de impacto del proyectil (ver por
ejemplo la ecuacio´n 3.2). Esta limitacio´n puede haber desalentado cualquier intento de
medir este efecto a pesar de su intere´s y rareza. De hecho, este mı´nimo profundo no ha
sido experimentalmente observado o incluso buscado desde su descubrimiento teo´rico.
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Debido a nuestro hallazgo de un vo´rtice cua´ntico en secciones eficaces de colisio´n po-
sitro´n-H a una energ´ıa de incidencia del positro´n de 100 eV , en esta seccio´n exploramos
la posibilidad de que el mı´nimo descubierto por Brauner y Briggs [41] a energ´ıas tan
altas fuera de hecho un vo´rtice, y la factibilidad de su presencia a energ´ıas ma´s bajas, lo
cual facilitar´ıa su observacio´n experimental. Finalmente hicimos un estudio sistema´tico
para un rango que va desde bajas hasta altas energ´ıas de impacto del positro´n.
5.3.1. Aparicio´n de pares de vo´rtices de circulacio´n opuesta
En su trabajo de 1991, Brauner y Briggs calcularon la presencia de un mı´nimo a
energ´ıas de incidencia del positro´n de 10 y 100 keV , y pudieron comprobar que para
una energ´ıa de 250 eV este mı´nimo desaparece. Debido a que el mı´nimo a 10 y 100
keV se encontraba a un a´ngulo de 45o = pi/4, respecto de la direccio´n de incidencia
del positro´n, repitieron este ca´lculo al mismo a´ngulo, pero para una energ´ıa de 250 eV .
Sin embargo, en todo el rango de energ´ıas entre 250 eV y 10 keV , no realizaron ningu´n
ca´lculo que permitiera establecer a que´ energ´ıa se originaba este mı´nimo.
En la figura 5.6 mostramos5 el mo´dulo cuadrado del elemento de matriz de transicio´n
|tif |2, a una energ´ıa de impacto de 250 eV , la mı´nima energ´ıa analizada por Brauner
y Briggs en 1991 [41] . Se puede notar en esta figura la presencia de un mı´nimo a un
a´ngulo de escape del electro´n θ ≈ 0.4, y energ´ıa E/Emax ≈ 0.3, es decir, en una regio´n
del espacio de momentos similar a la cual se encontro´ el vo´rtice calculado a 100 eV que
se muestra en la figura 3.1. Podemos observar adema´s la presencia de estructuras que
fueron descritas en el cap´ıtulo 5, como el pico ECC [6, 62, 63], y el pico SE. No se
ha graficado hasta la energ´ıa ma´xima, por lo tanto no se observa el l´ımite cinema´tico.
Adema´s del vo´rtice antes mencionado, se puede observar un mı´nimo para un a´ngulo
θ ≈ pi/3 = 60o, mientras que a un a´ngulo θ = pi/4 = 45o no se observa ningu´n mı´nimo,
tal cual fue calculado por Brauner y Briggs. El mı´nimo a θ ≈ pi/3 = 60o es un indicio
de algu´n tipo de feno´meno f´ısico producie´ndose en esa regio´n del espacio de momentos
del electro´n, por lo cual, se realizaron ca´lculos sistema´ticamente en intervalos de 5 eV
desde 230 hasta 300 eV . A partir del ana´lisis de las gra´ficas se pudo determinar que
cuando se incrementa la energ´ıa de impacto del positro´n por encima de 265 eV , este
mı´nimo da origen a dos vo´rtices, como se muestra en las figura 5.7.
En la figura 5.8, se superpone el campo de velocidades u (ver ecuacio´n 5.9) al mo´dulo
cuadrado de tif . Hacemos esta representacio´n en espacio de momentos, ya que este
5De aqu´ı en adelante graficaremos so´lo el elemento de matriz tif , lo cual estimamos que aporta
mayor claridad que graficar el elemento de matriz reducido t˜if , ya que el primero es el que se suele
mostrar en la literatura, y con el cual el lector puede estar ma´s familiarizado. Adema´s, si bien el
procedimiento para hallar la localizacio´n de los vo´rtices cua´nticos de manera ma´s precisa consiste en
determinar los cruces de las l´ıneas correspondientes a los ceros de las partes real e imaginaria de t˜if ,
el cual de hecho es el que se emplea, continuar graficando estas l´ıneas no aporta informacio´n adicional
al presente estudio, por lo cual ya no se graficara´n.
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Figura 5.6: Mo´dulo cuadrado del elemento de matriz de transicio´n, |tif |2, para la ionizacio´n
de hidro´geno ato´mico por impacto de positrones a una energ´ıa de 250 eV. El sistema es analizado
en una configuracio´n geome´trica colineal. E y θ son la energ´ıa y el a´ngulo de emisio´n del electro´n
(con respecto a la direccio´n de la velocidad inicial del positro´n), respectivamente. La energ´ıa
esta´ normalizada por la energ´ıa ma´xima que puede alcanzar el electro´n Emax.
5.3 Vo´rtices cua´nticos y su dependencia con la energ´ıa de impacto 63
Figura 5.7: Como la figura 5.6 pero para E = 275 eV.
tipo de representacio´n es ma´s clara en coordenadas cartesianas que en polares. Vemos
claramente que el campo de velocidades alrededor de los ceros de tif corresponde al de
vo´rtices cua´nticos [57], tal como describimos en la seccio´n 4.4.1. Al evaluar la circulacio´n
alrededor de cada vo´rtice confirmamos que ambos esta´n cuantizados en 2pi, y que la
misma tiene signo opuesto entre ambos, lo cual es consecuencia de la univaluacio´n de la
funcio´n de ondas, tal como fue analizado en la seccio´n 4.4.1. Estos dos vo´rtices aparecen
(y de hecho se desdoblan) a una energ´ıa mayor a E ≈ 265 eV (y se fusionan a energ´ıas
menores a e´sta), la cual es suficientemente pequen˜a como para que la seccio´n eficaz sea
medible. Es notable cua´n cerca estuvieron Brauner y Briggs (1991) [41] de observar la
aparicio´n de este par de vo´rtices, de tan so´lo incrementar el a´ngulo al cual realizaron
sus ca´lculos a θ ≈ pi/3, como se muestra en la figura 5.9. Adema´s, el cero a θ ≈ pi/8
era ya observable a esta energ´ıa de impacto.
De la misma manera en la cual se expreso´ en la seccio´n 4.4.1, un vo´rtice es un
objeto de dimensio´n dos veces menor al espacio en el cual se manifiesta en el elemento
de matriz. El elemento de matriz del experimento de colisio´n de tres part´ıculas que
estamos analizando pertenece a un espacio tetradimensional6. Cuando uno elige una
geometr´ıa particular, como la colineal empleada en este trabajo, se imponen restric-
6Por lo cual resultar´ıa imposible realizar una gra´fica completa del mismo, ya que ser´ıa necesario
hacer una representacio´n en un espacio de cinco dimensiones.
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Figura 5.8: Representacio´n detallada del mo´dulo cuadrado del elemento de matriz de transi-
cio´n, |tif |2, de la colisio´n de ionizacio´n positro´n H a una energ´ıa de 275 eV en proximidad al
par de ceros mostrados en la figura 5.7. Los ejes representan las componentes del momento del
electro´n paralela (k||) y perpendicular (k⊥) a la velocidad inicial del positro´n, respectivamente.
Las mismas esta´n nomalizadas al momento ma´ximo kmax =
√
2Emax permitido por conservacio´n
de la energ´ıa. Las direcciones del campo de velocidades generalizado u se muestran superpuestos
sobre |tif |2, como vectores unitarios blancos.
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Figura 5.9: Seccio´n eficaz diferencial completamente diferencial (FDCS) para la colisio´n de
ionizacio´n positro´n-H a una energ´ıa de impacto del positro´n de 250 eV , como funcio´n de la
energ´ıa del electro´n E para valores fijos del a´ngulo de emisio´n θ = pi/8 (curva punteada roja),
pi/4 (curva continua azul) y pi/3 (l´ınea de trazos verde), en la condicio´n de colinealidad. La curva
para θ = pi/4 coincide exactamente con los resultados de la figura 2 del trabajo de Brauner y
Briggs (1991) [41]. En este gra´fico no hemos realizado una normalizacio´n por la energ´ıa ma´xima
Emax, ya que tratamos de representar los resultados del modo en que lo hicieron Brauner y Briggs
(1991) en su trabajo, para una comparacio´n ma´s sencilla.
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ciones al problema, lo cual equivale a practicar un corte al vo´rtice, el cual en nuestro
caso es un objeto bidimensional (o sea, una superficie en un espacio tetradimensio-
nal). Debido a que la condicio´n de colinealidad reduce en dos la cantidad de variables
del problema, la presencia de un vo´rtice deber´ıa de revelarse como un punto aislado.
Pero tambie´n podr´ıa ocurrir que el vo´rtice se manifestara en el problema al tener en
cuenta la dimensionalidad completa del mismo, pero que al establecer la condicio´n de
colinealidad, el corte que realiza´ramos no lo intersecara, y el mismo por tanto no se
’revelara’. E´sta es probablemente la razo´n por la cua´l los vo´rtices no son observados
a una energ´ıa de 250 eV. Cuando se incrementa la energ´ıa, los vo´rtices se deforman
e intersecan la regio´n del espacio de configuraciones observada mediante la geometr´ıa
colineal. En este sentido, la aparicio´n de vo´rtices a una energ´ıa de impacto particular
es fortuita, y depende solamente de la eleccio´n arbitraria de una geometr´ıa particular.
En este punto, au´n continu´a abierto el interrogante acerca de si alguno de estos
dos vo´rtices encontrados a 275 eV esta´ relacionado al mı´nimo pronunciado observado
a E = 10 y 100 keV por Brauner y Briggs en 1991 [41], y si el vo´rtice a 100 eV
encontrado por nosotros [17] esta´ relacionado con aquellos encontrados a 250 y 275
eV . Con el fin de resolver estos interrogantes, realizamos un ana´lisis sistema´tico de su
localizacio´n precisa para energ´ıas de impacto de 60 hasta 3000 eV . Y si bien la ma´xima
energ´ıa que calculamos es menor a 10 keV , veremos que da resultados concluyentes en
direccio´n de cumplir nuestro objetivo.
5.3.2. Evolucio´n de los vo´rtices cua´nticos con la energ´ıa de
impacto
La imagen estrobosco´pica llevada a cabo en la figura 5.10 fue elaborada colocando
puntos de igual opacidad en cada posicio´n del espacio E vs. θ en que se encontraba un
vo´rtice cua´ntico a medida que se incrementaba la energ´ıa desde 60 eV en intervalos de
10 eV , hasta alcanzar una energ´ıa de 3000 eV (3 keV ). Por lo tanto, las zonas en las
cuales las curvas que se forman se ven ma´s oscuras indican que los vo´rtices no var´ıan
demasiado su posicio´n al aumentar la energ´ıa de impacto del proyectil, permitiendo
ver las as´ıntotas a las cuales se aproximan.
En la gra´fica estrobosco´pica de la figura 5.10, y su figura complementaria 5.11, se
puede ver que uno de los vo´rtices que se origina a 265 eV (marcado en azul en la figura)
converge en el eje de energ´ıa hacia el pico ECC, y al a´ngulo cr´ıtico θ = pi/4 = 45o para
energ´ıas altas, lo cual coincide con los valores predichos por el mecanismo de colisio´n
cla´sico denominado mecanismo de Thomas, que vimos en la seccio´n 2.3.2. A su vez,
el compan˜ero de circulacio´n opuesta de este vo´rtice (en naranja), se aproxima hacia
E/Emax ≈ 0, y un a´ngulo θ ≈ 1.37 ≈ 78.5o, si bien para E estrictamente igual a
cero el a´ngulo θ es indeterminado. Tambie´n podemos observar el origen y evolucio´n
5.4 Morfolog´ıa de los vo´rtices cua´nticos 67
del vo´rtice descrito en el cap´ıtulo 5 (en violeta), el cual parece emerger a una energ´ıa
de impacto de 60 eV cerca del pico ECC en espacio de momentos. La gra´fica de su
evolucio´n nos permite ver que el vo´rtice a 250 y 275 eV a θ ≈ pi/8 se corresponden con
e´ste, y que de hecho su a´ngulo se mantiene muy cerca de este valor durante toda su
evolucio´n. Si bien este a´ngulo coincide con el mecanismo de electrones de ensilladura
descrito en la seccio´n 3.3.2, la energ´ıa a la cual se encuentra nunca se adquiere el valor
E/Emax = 0.2 predicho por e´ste. El lector atento observara´ que este vo´rtice parece
emerger sin un compan˜ero de circulacio´n opuesta. A pesar de que al realizar ca´lculos a
tan bajas energ´ıas estamos forzando el rango de validez del modelo CDW 7 descrito en
el cap´ıtulo 3, lo cual podr´ıa enmascarar la presencia de un compan˜ero para este vo´rtice,
trataremos de todas maneras de esclarecer un poco ma´s la naturaleza del mismo en la
seccio´n 5.4.
A pesar de realizar un estudio sistema´tico de la localizacio´n de vo´rtices cua´nticos en
el elemento de matriz tif hasta una energ´ıa de impacto de 3 keV , tambie´n se realizo´ un
ca´culo a una energ´ıa de 10 keV , que se ve en la figura 5.12 (el vo´rtice que se aproxima
a E/Emax = 0 no es notorio en esta figura) , que fue la energ´ıa para la cual encontraron
Brauner y Briggs (1991) un vo´rtice cua´ntico a E/Emax = 0.5, θ = pi/4 e identificaron
de manera correcta, pero no completa, como un mı´nimo. All´ı se observa co´mo los
vo´rtices marcados en violeta y azul en la figura 5.11, han concluido pra´cticamente su
convergencia en energ´ıa hacia el pico ECC. Como ya mencionamos, a estas energ´ıas
la magnitud de la FDCS ser´ıa demasiado pequen˜a para ser medida. Sin embargo,
el vo´rtice a θ ≈ pi/8 emerge de una zona muy cercana al pico ECC (al cual vuelve
a converger a energ´ıas altas), pudiendo generar una distorsio´n en el mismo, la cual
podr´ıa ser medida por espectroscop´ıa electro´nica esta´ndar [58]. Esto representar´ıa una
oportunidad u´nica en pos de realizar la primera observacio´n experimental de un vo´rtice
en colisiones de ionizacio´n positro´n-a´tomo.
5.4. Morfolog´ıa de los vo´rtices cua´nticos
Si liberamos otro grado de libertad en nuestro problema, podremos apreciar de
manera ma´s completa la estructura de los vo´rtices cua´nticos. De este modo, actualmente
al realizar nuestro estudio en la geometr´ıa colineal, nos alcanzo´ con expresar nuestros
resultados en funcio´n de los momentos paralelo y perpendicular del electro´n, y como
consecuencia los vo´rtices se presentaron en este espacio como puntos aislados. El nuevo
grado de libertad que introduciremos sera´ el a´ngulo polar entre electro´n y positro´n
(Θ− θ), pero mantenie´ndose au´n ambos sobre el mismo plano, de modo que ahora los
vo´rtices se manifestara´n como curvas en un espacio tridimensional.
7Recordar que e´ste es un modelo perturbativo, por lo tanto su descripcio´n es ma´s precisa a medida
que aumentamos la energ´ıa de impacto del proyectil.
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Figura 5.10: Gra´fica estrobosco´pica de la localizacio´n de vo´rtices en el elemento de matriz
tif para la ionizacio´n de un a´tomo de hidro´geno por impacto de un positro´n de energ´ıa v
2/2 en
geometr´ıa colineal. Tal como en la figura 5.6, E y θ son la energ´ıa del electro´n y su a´ngulo de
emisio´n, respectivamente. Emax es la energ´ıa ma´xima del electro´n permitida por conservacio´n de
la energ´ıa. Los puntos sucesivos corresponden a incrementos de 10 eV hasta 3 keV. El cruce de
las l´ıneas continuas delgadas negras, indica el origen del par de vo´rtices cua´nticos, a una energ´ıa
del electro´n de aproximadamente 265 eV . En azul se representa el vo´rtice que se corresponde
con el mı´nimo encontrado por Brauner y Briggs en 1991, el cual tiende a E/Emax = 0.5 para
energ´ıas de impacto grandes. En naranja vemos su compan˜ero de circulacio´n opuesta el cual se
aproxima ra´pidamente a E/Emax = 0 a medida que aumenta la energ´ıa. En violeta se marca el
vo´rtice descrito en el cap´ıtulo 5, que tiende a E/Emax = 0.5 para energ´ıas de impacto grandes
al igual que el marcado en azul, si bien su convergencia es ma´s lenta que la de e´ste.
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Figura 5.11: Evolucio´n de la energ´ıa E (izquierda) y el a´ngulo θ (derecha) a la cual se en-
cuentran los vo´rtices cua´nticos en funcio´n de la energ´ıa de impacto del positro´n: v2/2 (siendo v
la velocidad de impacto del proyectil). En l´ıneas de trazos en gris se indican las as´ıntotas a las
que tienden los mismos. El co´digo de colores es el mismo que el de la figura 5.10.
Figura 5.12: Como la figura 5.6 pero para una energ´ıa de impacto de E = 10 keV.
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El procedimiento a llevarse a cabo consiste en realizar ca´lculos del elemento de ma-
triz para diferentes valores de (Θ− θ) en el rango [−pi/2, pi/2] = [−90o, 90o]. El mo´dulo
del momento del positro´n esta´ fijo para cada eleccio´n del a´ngulo debido la conserva-
cio´n de energ´ıa y momento, y a encontrarnos en la condicio´n coplanar, para la cual
Φ = φ, siendo Φ y φ los a´ngulos azimutales del positro´n y el electro´n respectivamente.
Esta tarea demanda mucho tiempo de ca´lculo y ana´lisis de datos, ya que el tiempo
requerido para obtener el elemento de matriz se multiplica por la cantidad de puntos
de la coordenada (Θ − θ) que se desee obtener para cada energ´ıa de impacto. Por es-
te motivo, elegimos realizar nuestra descripcio´n a una energ´ıa de impacto de 275 eV .
E´sta resulta intersante ya que en su elemento de matriz se manifiestan tres vo´rtices
cua´nticos (ver figura 5.8), y lo hacen a una energ´ıa lo suficientemente baja como para
ser eventualmente medidos.
En la figura 5.13 vemos una l´ınea obtenida mediante el procedimiento mencionado
en el pa´rrafo anterior, calculando los ceros del elemento de matriz en el rango (Θ −
θ) ∈ [−0.3, 0.5] ≈ [−20o, 30o]. All´ı se puede ver claramente que lo que inicialmente
fue interpretado como tres vo´rtices distintos [17, 18], en realidad componen una sola
estructura[19], una l´ınea de vorticidad8. Tal como fuera propiamente analizado por
Dirac en su famoso trabajo de 1931 [59], en el cual su propo´sito era muy distinto9, las
l´ıneas de vorticidad en tres dimensiones pueden ser de dos tipos: anillos o l´ıneas cuyos
extremos se extienden hasta el infinito. La naturaleza de estas estructuras fue estudiada
con ma´s profundidad recientemente por Bialynicki-Birula et al [60], quienes proponen
diversas maneras en que las estructuras vorticales pueden evolucionar unas en otras
y fusionarse entre s´ı. Basados en este u´ltimo ana´lisis, una posible explicacio´n para la
emergencia del vo´rtice a un a´ngulo θ ≈ pi/8 (en violeta en la figura 5.11), podr´ıa ser que
el mismo emerja como una l´ınea, de la cual so´lo vemos un punto al intersecarlo por la
condicio´n de colinealidad. Luego, a medida que va incrementa´ndose la energ´ıa, el mismo
podr´ıa interactuar con un anillo de vorticidad10, tal como se muestra esquema´ticamente
en la figura 5.14. En la misma se plantea un escenario en el cual, a partir de cierto punto
(que podr´ıa ser la energ´ıa de 265 eV a la cual aparece el par de vo´rtices emparejados),
se forma una sola estructura vortical entre un anillo y un vo´rtice lineal.
5.4.1. Anillo de vorticidad
Recientemente pudimos completar el ca´lculo completo del vo´rtice, el cual se muestra
en la figura 5.15. All´ı se puede apreciar que la estructura vortical no es un anillo
8Tambie´n conocida como vortex line en ingle´s.
9Dirac intentaba dar un marco teo´rico a la existencia de monopolos magne´ticos, entes f´ısicos que
hoy en d´ıa la mayor parte de la comunidad cient´ıfica descarta.
10El cual podr´ıa de hecho estar presente a menores energ´ıas, pero permanecer oculto al no ser
intersecado por la condicio´n de colinealidad.
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Figura 5.13: L´ınea de vo´rtices del elemento de matrix tif para la ionizacio´n de H por impacto
de positrones a 275 eV . k// y k⊥ son las componentes del momento del electro´n k paralela y
perpendicular a la direccio´n de incidencia del positro´n. Θ y θ son los a´ngulos polares del positro´n
y el electro´n, respectivamente. La gra´fica de intensidades muestra el mo´dulo cuadrado de tif en
geometr´ıa colineal.
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Figura 5.14: En el esquema superior vemos un anillo de vorticidad muy pro´ximo a una l´ınea
de vorticidad. En el inferior vemos co´mo ambas estructuras se podr´ıan fusionar para generar una
sola.
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Figura 5.15: L´ınea de vo´rtices del elemento de matrix tif para la ionizacio´n de H por impacto
de positrones a 275 eV . k// y k⊥ son las componentes del momento del electro´n k paralela y
perpendicular a la direccio´n de incidencia del positro´n. Θ y θ son los a´ngulos polares del positro´n
y el electro´n, respectivamente. La gra´fica de intensidades muestra el mo´dulo cuadrado de tif en
geometr´ıa colineal.
cerrado, pero tampoco una l´ınea que se extiende hasta el infinito. Tiene en principio
la apariencia de un segmento que emerge y termina en el borde |k| = k = kmax. Si
tenemos en cuenta que debido a la conservacio´n de la energ´ıa-momento, para este valor
del mo´dulo del momento del electro´n el valor del mo´dulo del momento del positro´n
es nulo, podremos ver que esta estructura representada en funcio´n de alguna de las
componentes del momento K del positro´n debe ser cerrada en ese borde, ya que ambos
extremos colapsan en uno. E´sta ser´ıa la explicacio´n de porque´ el vo´rtice que se origina a
60 eV pareciera emerger sin un compan˜ero de circulacio´n opuesta cuando se lo observa
en la geometr´ıa colineal. Su compan˜ero estar´ıa enmascarado por el l´ımite cinema´tico del
espacio de momentos del electro´n, al cual el anillo de vorticidad toca tangencialmente.
A partir de este ana´lisis, en la figura 5.16 graficamos entonces el vo´rtice en el espacio
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Figura 5.16: L´ınea de vo´rtices del elemento de matrix tif para la ionizacio´n de H por impacto
de positrones a 275 eV . k// y k⊥ son las componentes del momento del electro´n k paralela y
perpendicular a la direccio´n de incidencia del positro´n. K⊥ es la componente del momento final
del positro´n, perpendicular a su direccio´n inicial, la misma esta´ normalizada por el momento
ma´ximo Kmax que puede adquirir el mismo debido a la conservacio´n de energ´ıa y momento. La
gra´fica de intensidades muestra el mo´dulo cuadrado de tif en geometr´ıa colineal.
k//, k⊥, K⊥, y vimos que de hecho se obtiene un anillo de vorticidad11. Finalmente en
la figura 5.17, graficamos solamente el anillo de vorticidad para que se pueda apreciar
mejor su estructura cerrada.
A partir del ana´lisis realizado en esta seccio´n, podemos concluir que los vo´rtices que
aparecen en colisiones de ionizacio´n de a´tomos y mole´culas por impacto de positrones
deben ser estructuras cerradas. Hecho que sera´ motivo de una futura publicacio´n.
11Representamos el momento del positro´n normalizado por el momento ma´ximo Kmax que puede
adquirir. Su valor es igual a kmax debido a que ambas part´ıculas poseen igual masa.
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Figura 5.17: L´ınea de vo´rtices del elemento de matrix tif para la ionizacio´n de H por impacto
de positrones a 275 eV . k// y k⊥ son las componentes del momento del electro´n k paralela y
perpendicular a la direccio´n de incidencia del positro´n. K⊥ es la componente del momento final
del positro´n, perpendicular a su direccio´n inicial, la misma esta´ normalizada por el momento
ma´ximo Kmax que puede adquirir el mismo debido a la conservacio´n de energ´ıa y momento.
Conclusiones
En esta tesis abordamos el ana´lisis de la ionizacio´n simple de a´tomos y mole´culas
por impacto de positrones. Tratamos el problema como uno de tres cuerpos constituido
por un proyectil positro´nico y un blanco hidrogenoide. Se obtuvieron resultados desde
dos puntos de vista distintos, el cla´sico y el cua´ntico.
Pudimos analizar primero el aspecto cla´sico del problema, mediante el me´todo de
trayectorias cla´sicas de Monte-Carlo, con el cual se resolvieron de manera nume´rica las
ecuaciones de movimiento. Los resultados obtenidos nos sirvieron para comprobar la
presencia de estructuras conocidas en la seccio´n eficaz, como as´ı tambie´n del feno´meno
de orientacio´n, cuya novedad consiste en el favorecimiento de la condicio´n en la cual
el positro´n y el electro´n proveniente del nu´cleo ionizado escapan de la colisio´n de
manera tal que este u´ltimo se ubica entre el blanco ionizado y el proyectil al final de
la colisio´n. Adema´s, realizando un estudio de la colisio´n en el espacio de momentos del
ion en retroceso se pudo concluir que este feno´meno implica que el a´ngulo que forman
los momentos del electro´n y el positro´n sea pequen˜o. La determinacio´n experimental
de este feno´meno no ha sido lograda au´n, pero gracias al avance de los microscopios
de reaccio´n para positrones, podr´ıa llegar a estar pro´ximo a concretarse. Adema´s,
al estudiar el problema en condicio´n de colinealidad, se elucido´ la presencia de un
mecanismo cla´sico de doble colisio´n binaria conocido como mecanismo de Thomas, lo
cual motivo´ el estudio cua´ntico del problema bajo esta condicio´n.
Luego realizamos el estudio cua´ntico de la colisio´n en condicio´n de colinealidad,
mediante un me´todo de onda distorsionada del continuo. Se obtuvieron secciones efi-
caces en las cuales se pudieron observar las estructuras conocidas en la literatura, pero
tambie´n un mı´nimo muy pronunciado. Debido a que la ubicacio´n del Mecanismo de
Thomas analizado en el caso cla´sico no coincid´ıa con la de este mı´nimo, se intento´ una
explicacio´n para el mismo mediante otro mecanismo cla´sico, el cual considera que el
electro´n se ubica en un punto de ensilladura del potencial generado por el positro´n
y el nu´cleo ionizado, aunque tampoco resulto´ completamente satisfactorio. Debido a
esto, optamos por abordar el problema por medio de una formulacio´n alternativa de la
meca´nica cua´ntica, la meca´nica bohmiana, la cual hab´ıa sido utilizada para interpretar
la presencia de estructuras similares, pero en la ionizacio´n con electrones y protones
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como proyectil.
La meca´nica bohmiana constituyo´ una poderosa herramienta interpretativa en nues-
tro trabajo, posibilita´ndonos determinar la presencia de novedosas estructuras denomi-
nadas vo´rtices cua´nticos en reacciones positro´nicas, los cuales son fa´ciles de comprender
en te´rminos de esta teor´ıa. Un hecho que se deduce de manera sencilla y natural en
el marco de esta formulacio´n de la meca´nica cua´ntica, es la aparicio´n de los vo´rtices
cua´nticos de a pares de circulacio´n opuesta, hecho por otro lado completamente im-
previsto en la denominada interpretacio´n de Copenhague. A partir de esta prediccio´n,
decidimos orientar nuestra investigacio´n a la bu´squeda de pares de vo´rtices cua´nticos,
pudiendo determinar su aparicio´n para energ´ıas bajas de impacto de positrones, hecho
que har´ıa factible su determinacio´n experimental, ya que a medida que disminuye la
energ´ıa de impacto del proyectil, se incrementa el valor de la seccio´n eficaz.
El e´xito en determinar la energ´ıa de impacto a la cual emergen pares de vo´rtices
cua´nticos, nos motivo´ a realizar una descripcio´n completa de su aparicio´n y evolucio´n
en el espacio de momentos para un amplio rango de energ´ıas de incidencia del proyectil.
En una comunicacio´n de nuestro grupo con la Dra. Gaetana Laricchia, de la divisio´n
de F´ısica Ato´mica, Molecular, O´ptica y Positro´nica, del University College de Londres,
nos comento´ que uno de los primeros objetivos que se han trazado luego de la puesta
en marcha de su nuevo microscopio de reaccio´n positro´nico, es la determinacio´n de la
presencia de vo´rtices cua´nticos en la ionizacio´n de hidro´geno ato´mico y molecular, y
helio. Esto representar´ıa un gran paso en la confirmacio´n de nuestras hipo´tesis.
Luego de realizar un ana´lisis teo´rico completo de la aparicio´n de los vo´rtices cua´nti-
cos en funcio´n de la energ´ıa de impacto del positro´n, nos propusimos describirlos en
una dimensionalidad mayor, es decir, relajando la restriccio´n geome´trica que supone
la condicio´n de colinealidad. Este estudio nos revelo´ de manera sorprendente que los
vo´rtices cua´nticos en reacciones positro´nicas componen una u´nica estructura cerrada,
denominada anillo de vorticidad, de la cual bajo la restriccio´n de la colinealidad so´lo se
aprecian cortes, representados como puntos aislados entre s´ı en el espacio de momentos
del electro´n.
Ape´ndice A
Unidades Ato´micas
En f´ısica ato´mica se utiliza un sistema que toma como unidades ba´sicas la masa y
carga del electro´n, y el radio y per´ıodo orbital del estado fundamental del a´tomo de
Hidro´geno.
masa 1u.a. = m masa del electro´n
carga 1u.a. = e carga del electro´n
longitud 1u.a. = ao = h¯
2/me2 radio de Bohr
tiempo 1u.a. = ao/αc
Las unidades derivadas ma´s utilizadas son
velocidad 1u.a. = αc = e2/h¯
energ´ıa 1u.a. = 2Ry = me4/h¯2
donde α = e2/h¯c ≈ 1/137.036 es la constante de estructura fina, y el Rydberg Ry es la
energ´ıa de ligadura del estado fundamental del a´tomo de Hidro´geno, 1Ry = 13.6058eV .
En la siguiente tabla se indican algunas de las constantes ma´s utilizadas en f´ısica
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ato´mica en unidades ato´micas y en el sistema CGS1 :
unidades ato´micas CGS
h¯ (constante reducida de Planck) 1 1.05459× 10−27erg.s
h (constante de Planck) 2pi 6.6262× 10−27erg.s
m(masa del electro´n) 1 9.1095× 10−28g
e(carga del electro´n) 1 5.34593× 10−29Fr
a0 (radio de Bohr) 1 5.29177× 10−9cm
Ry (constante de Rydberg) 1/2 2.1799× 10−11erg
M(masa del proto´n) 1836.152 1.67261× 10−24 g
c (velocidad de la luz) 137.036 2.997925× 1010cm/s
En general, la energ´ıa se mide en te´rminos de una unidad denominada electron-voltio,
eV . Esta es la energ´ıa adquirida por un electro´n acelerado en un campo electrosta´tico
de un voltio de intensidad. Una unidad ato´mica de energ´ıa equivale a 27.2113845 eV .
1El cual es un sistema de unidades basado en el cent´ımetro (cm), el gramo (g) y el segundo(s).
Para la energ´ıa se utiliza el ergio (erg), y para la carga el estatcoulombio o Franklin (Fr).
Ape´ndice B
Desde la f´ısica de fluidos hacia la
meca´nica cua´ntica
La equivalencia entre la f´ısica de fluidos y la ecuacio´n de Schro¨dinger, fue realizada
por Madelung en 1926[49], y retomada por Takabayashi en 1952[50]. En este paralelis-
mo, la funcio´n de ondas representa un flujo irrotacional debido a la definicio´n 4.3 del
campo de velocidades, y adema´s compresible, ya que su densidad no es necesariamente
constante.
Consideremos la ecuacio´n de Euler para el movimiento de un fluido con un campo
de velocidades u [64]:
m
(
∂u
∂t
+ (u.∇) u
)
= −∇
(
V +
∫
ρ−1dpr
)
, (B.1)
donde V/m es el potencial externo por unidad de masa, ρ es la densidad del fluido
por unidad de masa, considerada como funcio´n de la presio´n (es decir que el fluido es
compresible). Este fluido obecera´ a su vez la siguiente ecuacio´n de continuidad:
∂ρ
∂t
+∇. (ρu) = 0 . (B.2)
Si sustituimos nuestro potencial: VQ [ρ (r)] = − 12m ∆RR por el potencial de presio´n de-
pendiente de la densidad: Vp [ρ (r)] =
∫
ρ−1dpr, la ecuacio´n de Euler queda:
m
du
dt
= m
(
∂u
∂t
+ (u.∇) u
)
= −∇
(
V − 1
2m
∇2R
R
)
. (B.3)
Los flujos que se desarrollan bajo este tipo de potenciales escalares se mantienen irro-
tacionales si inicialmente lo son, por lo tanto podemos restringir nuestro ana´lisis a este
tipo de flujos, que son los que nos interesan. De este modo, el campo de velocidades del
flujo se puede obtener como el gradiente de un potencial escalar por unidad de masa
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S/m, del siguiente modo:
u = ∇S/m . (B.4)
La ecuacio´n (B.3) , una vez integrada, se reduce a:
∂S
∂t
− 1
2m
∇2R
R
+ V +
1
2m
(∇S)2 . (B.5)
Ahora, las ecuaciones (B.2) y (B.5) lucen exactamente iguales a las ecuaciones 4.7 y
4.2. Esto significa que la funcio´n de ondas que se obtiene resolviendo la ecuacio´n de
Schro¨dinger, puede representarse como un fluido irrotacional compresible con un poten-
cial de presio´n particular(el potencial cua´ntico). Este potencial difiere de los ordinarios
que encontramos en la f´ısica de fluidos cla´sica y genera formas inusuales de flujo tales
como son la interferencia, el efecto tu´nel, y todos los propios de la meca´nica cua´ntica
no relativista [42].
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